https://doi.org/10.36007/5383.2026.359
SPECIALIS HALMAZOK ERDOS-ULAM-SURUSEGE

ERDOS-ULAM DENSITY OF SPECIAL SETS

Déaniel TOTH'

ABSTRACT

One of the most natural tools for measuring subsets of the natural numbers is the
asymptotic density. The Erdos—Ulam density is a generalization of the asympto-
tic density. When studying such densities, we often work with sets of the form
A = U ((cnrdy] N N), where the integer sequences (c,) and (d,) satisfy 0 <
cn < d, < cuy1. With the help of such block-structured sets, the properties of
Erdos—Ulam densities can be investigated. In this paper, we apply the Cesaro—
Stolz theorem to compute Erdos—Ulam densities. We determine some necessary and
sufficient conditions for the existence of the Erdés—Ulam density. We also study
the relationship between densities defined by the Erddos—Ulam functions f(n) and
fr(n) = fm)/(f(1) +---+ f(n)) in the case of block-structured sets.
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BEVEZETO
Legyen N = {1,2,3,...} a természetes szdmok halmaza. A természetes szamok részhalma-
zainak nagysdganak kvantitativ jellemzésében az egyik legtermészetesebb és leggyakrabban
alkalmazott eszkdz az aszimptotikus siriiség.
1. Definicié Legyen A C N, és jeloljik A(n) = |{a € A : a < n}|. Ekkor az
A - A
d(A) = liminf ﬂ és d(A) =limsup ﬂ
n—oo n n

n—oo

értékeket az A halmaz also, illetve felsd aszimptotikus siirliségének nevezziik. Ha d(A) = d(A),
akkor ez a kozos érték az A halmaz aszimptotikus stirtisége (T6th, 2006).

Jeloljiik y4-val az A halmaz karakterisztikus fliggvényét, azaz

1, ha neA,

XA("):{O, ha n¢A.

Egy f: N — R* fuggvényt Erdds—Ulam-fiiggvénynek neveziink, ha teljesiil, hogy
f(1) = 1, tovabba

S ) = o )

n=1
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lim f*(n) =0, ahol f*(n)= nf ) . )
! % 1)

Egy Erdds—Ulam-fiiggvény segitségével definidlhatunk egy Erdds—Ulam-siiriiséget a kovetke-
z6képpen.
Legyen f egy Erd6s—Ulam-fiiggvény. TetszOleges A C N esetén legyen

Ag(n)

N ol Asm = DU xald. Ny = > f(j)  (Bukoretal., 2020).

=1 j=1

Fa(n) =

Nyilvan minden n € N esetén 0 < Fa(n) < 1.
Legyen .
di(A) =liminf Fy(n) ¢és ds(A) = limsup Fa(n)

n—0oo

az A halmaz alsé, illetve fels6 f-stirisége (Bukor et al., 2022). Nyilvan

0<di(A) <dg(A) < 1. 3)

Ha ds(A) = E(A), akkor az A halmaz rendelkezik f-strliséggel, melyet d;(A)-val jeloliink.

Az aszimptotikus stirliség az f(n) = 1, a logaritmikus siirliség pedig az f(n) = % valasztasnak
felel meg.

Tetszoleges f Erdos—Ulam-fiiggvény esetén a véges halmazok f-stirisége 0, mig a véges komp-
lementerd halmazoknak 1. A természetes szdmok tobbi részhalmaza felirhat6 a kdvetkez6 alak-
ban (Grekos et al., 2010, 2003).

2. Definicié Legyenek (c,) és (d,) egész szamokbol all6 sorozatok, amelyekre
0<c,<d, <cp.

Legyen
A= U ((ca,d,] NN). (4)
n=1

Bizonyos (4) alakban adott halmazok Erdds—Ulam-stirlisége kiszamolhat6 a Cesaro—Stolz-tétel
alkalmazasaval (Pastéka, 2017).

Cesaro-Stolz tétel Legyenek (a,,) és (b,,) olyan valds sorozatok, hogy
(1) 0<by <by<...éslim, b, = o0,

i : Am+1—Am __
(i1) lim,,—e o = k € R.

Ekkor lim,, . 72 = k.
m

Haatételbe a,, = ), an, by = 2, Bn alaki sorozatokat helyettesitiink, akkor a kovetkezd,
szamunkra megfelel6bb tételt kapjuk.



1. Kovetkezmény (Cesaro—Stolz tétel) Legyenek (a,), (8,) olyan pozitiv valés szamokbdl allé

sorozatok, hogy
D By=w, (5)

valamint o
lim — = k. (6)
n—o0 ﬁn
Ekkor "
lim 22090 _ g %
m—co Zn:] ;

Bizonyitds. Legyen e > 0. A (6) egyenldségbdl kovetkezik, hogy 1étezik olyan nj, hogy minden
m > ng esetén

(k—e)B, <a, < (k+¢e)B,.

Tehat . . .
(k=2) Y Bi< ) an<(k+8) ) B
n=ngo n=ny n=ny
Ezért és (5) alapjan
k — & < liminf ':n:lan < lim sup =221 ke
m—eo n=1Pn m— oo Zn:l n
Az g — 0 esetben kapjuk a (7) egyenldséget (Pastéka, 2017, 42. old.). O

A kovetkez6 két lemma a (4) alaku halmazok azon tulajdonsagat mutatjak be, hogy a (gﬁ ((i;)

sorozat limesz inferiorjdhoz tartozé indexsorozat a (c,) sorozatnak egy részsorozata, illetve a
limesz szuperiorjdhoz tartoz6 indexsorozat a (d,) sorozatnak egy részsorozata.

1. Lemma Legyen A C N. Ekkor minden n > 2 természetes szdmra

As(n) S Ar(n—1)
Nf(l’l) - Nf(l’l - 1)’

As(n) - Ag(n—1)
Ni(n) = Nyn-1)

e han € A, akkor

e han ¢ A, akkor

Bizonyitds. Legyenn >2ésn € A. Ekkor A¢(n) = A¢(n — 1) + f(n), tehat

As(n) _ Arn—1)+ f(n) S Ai(n—1)
Nyn) Nyn-1+f(n) Nyn-1)

Legyen mostn > 2 ésn ¢ A. EKkor As(n) = A¢(n — 1), tehét

Afw) _Afn=1) _An-1)
Nin)  Nypn) ~ Nyn-1)




2. Kovetkezmény Legyen A egy (4) mddon definialt halmaz. Ekkor

f( n) . f(dn)
d/(A) = liminf és d; (A) = limsu
cl n—eo Ny(cn) ! ra” N (dy)

Megjegyzés Egy (4) médon definialt A halmazra nem feltétleniil teljesiil, hogy

f( Cn) és E(A) - lim Af(dn)

ds(A) = lim 1 .
dy(A) n=eo N /(d),)

n—00 Nf( Cn)

EREDMENYEK
A kovetkezd tételben olyan feltételt adunk, amely esetén teljesiil, hogy a (gﬁ_ Ein;) sorozat limesz

inferiorjdhoz, illetve limesz szuperiorjdhoz tartozé indexsorozat megegyezik a (c,), illetve a
(d,) sorozatokkal.

1. Tétel Legyen A egy (4) modon definidlt halmaz. Ha

[th (cn1) = Ng(c,) =00 és  lim Ny(dn) — Ny(en) — ]
n—oc0 f\tn+l f\tn n—oo Nf(Cn+1) _Nf(cn)

. . Ny(dps1) = Ng(cnsr)
lim No(dy ) — No(d,) = 0o &s  lim - )
(im0 (d) = 24,0 P W) N,y P

akkor
[df (A= Nﬁicg a’]
- s )

Bizonyitds. Az éllitas kozvetleniil igazolhat6 a Cesaro—Stolz tétellel. Definidljuk a

Bn =Np(cp1) =Ng(cn), B, = Np(dyi1) = Np(d,),
a, = Nf(dn) - Nf(cn)9 a’;, = Nf(dnH) - Nf(CnH)

sorozatokat. Alkalmazzuk a Cesaro—-Stolz tételt a (a,), (8,), illetve («,,), (B;,) sorozatokra, ami-
bl rogton adddik az 4llitas. O

3. Kovetkezmény Ha
. Ny(cpe1) = Ny(en)
lim =1,
n—co N¢(d,) — Ny(d,-1)

akkor az el6z6 tételben a = (3, azaz

®)

dy(A) = dy(A).

A Cesaro—Stolz tétel alapjan a (8)-bdl kovetkezik, hogy lim ]Nfll(z;;)
n—oo f

A kovetkezd tételben egy pontos feltételt adunk az f-strliség 1étezésére.



2. Lemma Legyen A C N és f egy Erd6s—Ulam-fiiggvény. Az A pontosan akkor rendelkezik
f-stiriséggel, ha 1étezik a természetes szamoknak olyan (7,) sorozata, hogy

(1) minden n € N esetén i,, < i,,1,

A A iy,
(i) liminf AL =y Arl)
noeo Np(n)  n—eo Np(izn-1)

A A (ing
(i) Tim sup L — fig A7)
n—oo Nf(n) n—0eo Nf(IZn)

NG,
(v lim LU
n—eo Nf(ln)

Bizonyitds. Ha df(A) = d_f(A), akkor legyen i, = n (n = 1,2,...) sorozat. Ekkor az (i)-(iv)
tulajdonsagok nyilvan teljesiilnek.
Legyen (i,) olyan sorozat, hogy teljesiilnek az (i)-(iv) tulajdonsagok

Ag(n) . Ay(iz,) Ap(izg-1) + Ny(iny) — Ny(in,-1)

d;(A) = limsup

= lim — < liminf ;
n—oo Nf(n) n—oo Nf(l2n) n—o0 Nf(lZn)
A r(ig,— N (iy,—
< lim inf(M +1- M) = ds(A).
n—co \N(i,-1) N (i2) —

Amibél kovetkezik, hogy d(A) = d,(A).
o O

Megjegyzés A 2. Kovetkezmény és a 2. Lemma alapjan konnyen tudunk olyan (4) alakd hal-
mazt konstrudlni, amelynek nem lesz f-stirlisége. Ehhez elégséges a (c,), (d,) sorozatot igy
Nf(dn) Nf(cn+1 )

ilasztani, hogy li > 1és i
megvalasztani, hogy 1rnn_illp N /(Cy) ©s 1rnn_i11p N¢(d,)

A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy milyen értéket vesz fel az also, illetve fels6 f-siirliség a
(4) alakd halmazok esetében, ha azok nem rendelkeznek f™*-stirtiséggel.

> 1 teljesiiljon.

3. Lemma Legyen f egy Erd6s—Ulam-fiiggvény. Ha valamilyen (i,) egész szamokbdl 4ll6
sorozatra

N (i,
lim sup Lﬂ) > 1,
n—o0 Nf*(ln)
akkor )
. N¢(ipe1)
lim sup — =00
n—o0 Nf(ln)
Bizonyitds. Felirhatjuk az alabbi egyenl6tlenséget.
In+1
, : f k)
Nf*(ln 1) = Nf*(ln) + < i~
' k;nH Ny (k)
AL

< Ny (i) + .
! k;ﬁl N(iy)

Np(ipe1) = Ng(iyn)
N,(iy)

= Nf*(ln) +
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Ebbdl kozvetleniil adodik, hogy
Ny(ins1)

> Np(ipg1) — Np(iy). 9
T 2 ) =N ©)
A feltétel szerint létezik olyan ¢ > 0 és (s,) indexsorozat, hogy
Ny (i5,4+1)

- >1+6 minden n € N-re.
Ny (i,)

Ebbdl kovetkezik, hogy
Nf*(is,,H) - Nf*(is,,) = 6Nf*(is,,)-

A (9) egyenldtlenség szerint

Ny(i,41)
N(i,)

Mivel N (i) — oo (ahogy n — o), ezért

> Ny-(i,+1) = Np(i,) 2 0Np-(i,).

) Ny(ipe1)
lim sup — = 0. O
n—o0 Nf(ln)

2. Tétel Legyen f egy Erd6s—Ulam-fiiggvény és (i,) olyan egész szamokbdl 4ll6 sorozat, hogy

N (i,
f(l +1) S

lim : 1. (10)
n—oo Nf* (ln)

Definiéljuk az

A= O (G2n-12 2] ON)

n=1
halmazt. Ekkor L
di(A) =0, diA)=1.

Bizonyitds. Az A halmaz definicidja alapjan
Ay(ion) = Ap(izn-1) = Ny(ion) = Nyp(ion-1).

A 2. Kovetkezmény szerint

— . Ap(ian)
ds(A) = limsup —
! n—oo P Nf(IZH)

A ¢(i2,-1) + N,(is,) — N(ip,—
_ lim sup £(ion-1) f(l‘z ) = Ny(iop-1)
n—oo Nf(lZn)
A r(igy,— N (i, N (ip,—-
— lim sup j(ZZ‘ 1) 4 j(l‘2 ) _ f(lZ‘ 1)).
n—co Nf(lzn) Nf(lzn) Nf(lzn)

A (10) és a 3. Lemma alapjan
N (i,

fim )
w0 N (i)
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Mivel Af(iz,-1) < Ny(i2q—1) kapjuk, hogy @(A) = 1. Hasonl6an bizonyithatd, hogy

A (i,
di(A) = limM -

- =0.
n—co N (iop41)

O

Megjegyzés A 2. Tételben a (10) feltétel és a 2. Lemma alapjan az A halmaz nem rendelkezik
[ -stiriséggel.

Kovetkeztetések

Ebben a cikkben megvizsgaltuk a (4) alakd halmazok néhany, Erd6s—Ulam-stiriségekre vonat-
koz6 tulajdonsédgat.

Az 1. Tételben a (c,) és (d,) sorozatok altal definidlt halmaz f-str(iségeit hataroztuk meg, vala-
mint feltételt adtunk az f-siiriség 1étezésére. Az 1. Tétel segitségével konnyen megadhat6 egy
olyan algoritmus, amely tetszdleges 0 < @ < 5 < 1 értékekhez olyan A C N halmazt konstrudl,
amelyre d;(A) = @, df(A) = B.

A 2. Tétel eredményét értelmezhetjiik igy, hogy ha egy (4) alaki A halmazra teljesiil az, hogy

Agley) — o Agdy)
dr(A) = lim és  dr(A) = lim ,
LT ame Ny(ey) P e Ny(d,)

akkor az alsé, illetve fels6 f-stirisége rendre 0 és 1.
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