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A HAROMSZOG MAGASSAGPONTJANAK
ALTALANOSITASAI TETRAEDERRE

ON THE GENERALIZATION OF THE TRIANGLE
ORTHOCENTER TO THE TETRAHEDRON

Agnes BAZSO!

ABSTRACT

The orthocenter of a triangle is one of the oldest and most classical triangle centers.
Its analogue for the tetrahedron, however, is far less straightforward. In this study,
we collect and compare the different approaches proposed in the literature, relating
them to their planar counterparts, and we also outline a new possible relation.
The language of the presentation is intentionally light and didactical, designed to
engage those less familiar with the topic and to serve as a motivational resource for
students seeking to develop their spatial reasoning skills.
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BEVEZETO

A hiromszdg magassagpontja a geometria egyik legrégebben ismert €s legklasszikusabb neve-
zetes pontja. Létezése és egyértelmiisége szamtalanszor bizonyitdst nyert. Térbeli megfelel§je,
a tetraéder ,,magassagpontja” azonban joval kevésbé egyértelmli fogalom. Szamos analdgia 1é-
tezik, ezek koziil néhany a sikbeli magassdgpont bizonyos tulajdonsédgait igyekeznek megdrizni,
tovabbiak pedig Uj szemléletet kindlnak a térgeometria sajatos viszonyaira. Tanulmanyunkban
attekintjiik a szakirodalomban felbukkano kiilonféle értelmezéseket, kiemelve azok kapcsolatait
a haromszog magassagpontjaval. A tanulmény nyelvezete szdndékosan konnyed €s didaktikai
jellegli: célunk, hogy a témdban kevésbé jartasak érdekldodését is felkeltsiik, valamint hogy
inspirdciés forrast nytjtsunk a kozépiskolds didkok szamdra. Ugy véljiik, a tetraéder ,hidny-
z6 magassagpontjdnak” keresése nemcsak geometriai érdekesség, hanem olyan gondolkodtat6
probléma, amely hozzdjarulhat a térbeli gondolkodds és az absztrakcids készség fejlodéséhez
is.

JELOLESEK, TERMINOLOGIA

A tanulmdany sordn klasszikus, euklideszi sikban taldlhat6 dltalinos ABC hdromszogrol és tér-
ben taldlhat6 éltalanos ABCD tetraéderrdl lesz sz6. A kovetkez jeloléseket haszndljuk: egy-
szerlibb dbrandl, amely kevesebb pontot tartalmaz, haromszog és tetraéder esetén egyarant, egy
P pont oldalakra ill. lapokra vetitett merSleges vetiiletét, azaz talppontjat P,-vel jeloljiik.
Megjegyzés: A p index a talppont angol megfeleljének a pedal point-nak a roviditése.
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Komplexebb dbrdk esetén, ahol a tetraéder belsé pontjainak lapokra vett merdleges vetiiletét
(azaz a talppontjait) szeretnénk dbrdzolni, egy uj jelolést vezetiink be: a P pont talppontja az
XYZ lapsikon (pontosabban az XYZ pontok 4ltal definiélt sikon) Pxy,. Vagyis egy M pont talp-
pontja az ABC lapsikon M,pc, a BCD lapsikon Mpcp, €s igy tovabb. Megjelenik kétdimenzids
valtozata is, ahol példaul egy M pont talppontja az AB oldalon M ,p.

A cikk sordn megjelenik a szimplex kifejezés is. Egy kétdimenzids sikban a kétdimenzids
szimplex az éltalanos hdromszog - egy olyan alakzat, melyet hdrom linedrisan fiiggetlen pont
hatdroz meg, vagyis ez a harom pont nem egy egyenesre illeszkedik. Egy haromdimenzids
térben a haromdimenzids szimplex az altalanos tetraéder - egy olyan alakzat, melyet négy line-
arisan fliggetlen pont hatdroz meg, vagyis ebbdl a négy pontbdl semelyik harom nem illeszkedik
egy egyenesre. Egy n-dimenzids térben az n-dimenzids szimplexet n + 1 linedrisan filiggetlen
pont hatdroz meg. A hipersik egy n-dimenzids tér n— 1 dimenzi6s altere, vagyis olyan tér, mely
tartalmaz egy pontot az n-dimenzids té€rbol és n — 1 linedrisan fiiggetlen vektor hatdroz meg. A
sik hipersikja egy egyenes, a tér hipersikja egy sik.

MAGASSAGVONALAK METSZESPONTJA

A hiromszog magassagpontjanak legelemibb definicidja a csiicsokon dthalado és a szemkozti
oldalra merdleges egyenesek, azaz a magassdgvonalak metszéspontja. Ez a pont minden ha-
romszog esetén 1étezik és egyértelmi (1a. dbra).

A szabdlyos tetraédernek ugyantigy mint a szabdlyos haromszognek, trividlis magassdgpontja
van, mely egybeesik stulypontjaval, koriilirt gombjének kdzéppontjaval és beirt gombjének ko-
zéppontjaval. Horvath & Németh (1996) a kiterjesztett hiperbolikus sikban vizsgalta az un. ide-
alis haromszogek tulajdonsdgait és a kiterjesztett hiperbolikus tobbdimenzids térben az idedlis
szimplexek szabdlyossdganak kérdését. Szamos eredményiik nemcsak a hiperbolikus, hanem az
euklideszi esetre is érvényes. A tetraéderek szabdlyossdgdval, illetve lapjaik egybevigdsagaval
kapcsolatos részletesebb elemzésekhez a szerz6k munkadit ajanljuk.

Egy éltalanos tetraéder csicsaibdl a szemkozti lapra hizott merdleges egyenesek legtobb eset-
ben azonban kitérd egyenesek, igy latszélag egy altaldnos tetraédernek nincs magassdgpontja
(1b. 4bra).
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(a) Haromszog magassdgvona- (b) Tetraéder magassag-
lainak metszete a magassag- vonalai altaldban kitérs-
pont. ek.

1. dbra. Szimplexek magassagvonalai sikban és térben.

Létezik azonban a tetraédereknek egy csalddja, amelyeknek magassagvonalai egy pontban met-
szik egymdst. Ezeket a tetraédereket ortocentrikus vagy magassdgpontos tetraédereknek ne-
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vezziik. Egy tetraéder ortocentrikus, éppen akkor, ha teljesiil valamelyik feltétel ezek koziil
(Molnér, 1958) (a tulajdonsagok dbrdzoldsa a 2. dbran lathato):

1. A tetraédernek akkor és csak akkor van magassdgpontja, ha a tetraéder harom szemkozti
élparja koziil kettd merdleges egymadsra (ebbdl a harmadik szemkozti élpar merdlegessége
mar kovetkezik).

2. Csucsainak a szemkozti lapokon levé merSleges vetiiletei a lapok magassidgpontjai.

3. A tetraéder szemkozti éleinek felezOpontjait 6sszekotd egyenesszakaszok (a tetraéder €l-
tengelyei) egyenldk.

4. Ortocentrikus tetraédernél a magassadgpont H, a stlypont G és a koriilirt gomb kozép-
pontja O egy egyenesen fekszenek (ez a tetraéder Euler egyenese).

(b) Ortocentrikus tetraéder ABC lap-
ra vetitett nézete.

~.
~.

(d) Ortocentrikus tetra-
éder Euler egyenesén fek-
szik a stilypont G, a koriil-
irt gomb koézéppontja O és
a magassagpont H.

(c) Ortocentrikus tetraéder ACD lap-
ra vetitett nézete.

2. abra. Ortocentrikus tetraéder tulajdonsagainak abrazolasa.

Az ortocentrikus tetraéderek tulajdonsdgaival szamos tanulmény foglalkozik. A magassagvo-
nalak metszeteként definidlt magassagpont hatranyat abban latjuk, hogy a tetraéderek sziik csa-
ladjaban létezik.
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MONGE PONT

Egy tjabb megkozelitése a tetraéder magassdgpontjanak a Monge pont (Leopold & Martini,
2018), (Cheung & Ko, 2018): Legyen adott egy dltaldnos tetraéder. Az a hat sik, amely a
tetraéder élének felezopontjdt tartalmazza és merdleges ezen éllel szemben levd élre, egy pont-
ban metszik egymdst (3. dbra). Amennyiben ortocentrikus tetraéderrdl van sz6, a Monge pont
egybeesik az el6zbekben leirt magassagponttal. Ezen ok alapjan sokszor a Monge pontot az
altaldnos tetraéder hidnyz6 magassagpontjinak titulaljak.

A Monge pontnak van egy kovetkezd megfelel6 tulajdonsdga. Mint az koztudott, egy hdrom-
sz0g magassagpontja, silypontja és koriilirt korének kozéppontja egy egyenesen, az Euler egye-
nesen fekszenek egymdstol 2:1 ardnyban. A térbeli Monge pont, a tetraéder silypontja és a ko-
riilirt gdbmbjének kozéppontja is egy egyenesen fekszenek, egymadstdl 1:1 ardnyban (4a. abra).
Ez a tulajdonsdg éltalanosithaté egy n-szimplexre is, ahol ezen pontok tdvolsdgainak ardnya
2 : (n—1) lesz (Havlicek & Weil}, 2003).

3. dbra. Monge pontot definidl6 sikok és metszeteik.

A Monge pont konstrukciéjat dltaldnosan a kovetkez6képp képzelhetjiik el: egy n-dimenzids
szimplexnek az n-dimenzids euklideszi térben n + 1 csticspontja van. A szimplex minden élé-
hez pontosan egy hipersik tartozik, ami mer&leges erre az élre és tartalmazza a "szemkozti
csucsok" (az adott élre nem illeszkedd csucsok) sulypontjat. Az ilyen hipersikok szama (”;1)
és egy pontban metszik egymadst. A térben definidlt Monge pont tehdt sikban pontosan meg-
egyezik a magassagponttal (Havlicek & Weil3, 2003).

A Monge-pont, pontosabban annak talppontjai, kompromisszumot jelent a csticsok lapokra ve-
titett merdleges vetiiletei €s a lapok ortocentrumai kozott: a Monge-pont egyenld tavolsagra van
egy lap ortocentrumatdl és a szemkozti csucs ravetitett vetiiletétdl (ez igaz mind a négy lapra)
(Hadjisavvas et al., 2016). Ezzel a tulajdonsdggal a Monge pont felfoghat6, mint azon egyene-
sek metszéspontja, melyek merdlegesek a lapokra és dthaladnak azon a ponton, amely felezi a
szemkozti csucs talppontja és a laphdromszog magassagpontja alkotta szakaszt (4b. dbra).
Monge ponttal kapcsolatos tovabbi érdekes felfedezés, hogy ha a tetraéder beirt gombjének
kozéppontjat a Monge pont szerint tiikkrozziik, akkor azon gdbmbok hatvanypontjat kapjuk, ame-
lyeknek sugarai a tetraéder csucspontjai és a beirt gomb lapérintd pontjai hataroznak meg, bo-
vebben Herrera & Tran (2022) tanulmanyaban.
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(b) A Monge pont lapokra vett merdle-
ges vetliletei Mxyz, a szemkozti csicsok
lapokra vett vetiiletei Xxyz és a lapha-
romszdgek magassidgpontjai Hyyz kozotti
kapcsolat.

(a) A Monge pont és a tetraéder Euler
egyenesének kapcsolata.

4. dbra. Monge pont tulajdonsagai.

KVAZI ORTOCENTRUM

A kvazi ortocentrumot a Monge pont dltalanositasaval kapjuk, leirdsa egy kozépiskolds didkok
szamdra rendezett tudoményos versenyre irt tanulmanyban talalhaté (Cheung & Ko, 2018). A
kvazi ortocentrum tegyen eleget két tulajdonsdgnak, mely a Monge pont tulajdonsagainak egy
lehetséges altaldnositdsa: legyen olyan egyenesek metszéspontja, melyek (1) merdlegesek a
lapsikokra, (2) ezzel a merSleges lapsikkal vett metszéspontja bizonyos ardnyban osztja a lap-
haromszog Euler egyenesén fekv6 bizonyos lapkozéppontja és az erre a lapra vett szemkozti
csucs merdleges vetiilete alkotta szakaszt €s (3) a kvazi ortocentrum illeszkedjen a tetraéder
Euler egyenesére.

A megfeleld Euler egyeneseken megjelend ardnyok dltalanositdsdval és a fent emlitett megko-
tések segitségével kaphatd, hogy a tetraéder kvazi ortocentrumat mint

4
=0+ —(G-0),
Q= 0+:—(G-0)

és a lapharomszogek kvazi ortocentrumait mint

3
= Oxyz + ——(Gxyz - O
Okxyz xvz 57 k( xvz — Oxyz)
definidlhatjuk minden k # —2, —3 esetén, ahol G a tetraéder sulypontja, O a tetraéder koré irhato
gombjének kozéppontja, Gxyz az XYZ lapharomszog sulypontja €s Oxy;z az XYZ lapharomszog
koré irhat6 korének kozéppontja (Sb. dbra). A Monge pontot és a hozz4 tartozé lapharomszogek
magassagpontjait a k = —1 értékre kapjuk (5a. abra).
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(a) Kvazi ortocentrum helyzete k = —1 értékre. (b) Kvazi ortocentrumok egy daltalanos k +#
-2, -3 értékre.

5. abra. Kvazi ortocentrumok kiilonbozd k értékekre.

IZOGONALIS ORTOCENTRUM

Ismerkedjiink meg el6szor az izogondlis konjugélt fogalommal. Adott egy éltalanos ABC ha-
romszog (nevezziik referencia haromszognek) és egy P pont a sikban. Tiikrozziik sorra az AP
egyenest az A csucsndl 1€vo bels6 szogfelezd szerint, a BP egyenest a B csucsndl 1évd belsd
szogfelezd szerint €s végiil a CP egyenest a C csdcsndl 1évo belsd szogfelez6 szerint. Az igy
kapott egyenesek egyetlen pontban metszik egymadst, ezt a pontot nevezziik a P pont izogonélis
konjugéltjanak. Régota ismert, hogy a haromszog koré irhaté korének kozéppontja és magas-
sdgpontja izogondalisan konjugélt pontpar (6a. dbra), valamint hogy ezen pontok talppontjai egy
koron fekszenek, ez a Feuerbach kor, méds néven kilencpontos kor. A Feuerbach kor kozép-
pontja a magassagpont és a koré irhat6 kor kozéppontja altal alkotott szakasz felezGpontja (6b.
abra)

(a) A magassagpont és a koriilirhaté kor kozép- (b) A hiaromszog Feuerbach kore.
pontja izogonélisan konjugdlt pontpar.

6. dbra. Izogonélis pontpérok és a Feuerbach kor.

Izogonalisan konjugdlt pontparokkal és ponthalmazokkal mér a 19. szdzad végén nagyon sok
matematikus foglalkozott (Casey, 1893). Remek tanulmanyok sziilettek ezekben az idékben,
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mint példaul Boutin vagy Mandart tanulményai a Feuerbach hiperbolardl (Boutin, 1890), (Man-
dart, 1893), mely szintén erdsen kotddik a magassdgponthoz.

Felmertil a kérdés, hogy 1étezik-e izogondlis konjugdltja egy P pontnak egy referencia tetra-
éderre vonatkoztatva. Egy tetraéder pontjanak izogondlis konjugaltjdnak jellemzdire és tulaj-
donségaira az el6z06 alfejezetben is emlitett tudomanyos versenyre irt tanulmanyban taldlhatunk
rd, melyet két didk irt Cheung Pak Leong tanér vezetése alatt (Yu & Lai, 2023). A tanulmany
altalanos leirasokat tartalmaz n-szimplexekre, ezeket 3 dimenzios euklideszi térre fogalmaztuk
at. A tanulmdny két {6 felfedezést kindl: az egyik, hogy ha létezik a tetraéder egy pontjanak
izogondlis konjugdltja, akkor az egyedi. A masik, hogy az izogondlisan konjugélt pontparok
talppontjai egy gombon fekszenek (7b. dbra).

Izogondlisan konjugalt pontpar szerkesztése: Legyen adott egy dltaldnos referencia tetraéder
ABCD és egy pont P, melynek 1étezik izogonalis pontparja. Két szomszédos oldallap, példaul
az ABC és ACD oldallapok éltal 1étrehozott szogfelezd sik azon pontok halmaza, amelynek
pontjai egyenld tdvolsdgra vannak az oldallapoktdl, jeloljiik ezt a szogfelezd sikot mint bc (a
7a. abréan zold sik). Tiikrozziik a P pontot a b,¢ sik szerint, jeloljiik a képet mint Pyc. Analdg
modon tiikrozziik a P pontot b, p szogfelezd sik (az dbrdn sdrga) szerint, igy kapjuk a P,p képet,
majd bpc szogfelezd sik (az abrdn kék) szerint, €és igy tovabb. A képek és a megfeleld élek
alkotta sikok egy pontban metszik egymast, vagyis PagAB N PgcBC N P4cAC N - -+ = P;, mely
a P pont izogondlis konjugéltja (7a. dbra).

(a) P pont izogonalis konjugéltja P;. (b) Izogondlisan konjugdlt pontparok
talppontjai egy gdmbon fekszenek.

7. dbra. Izogonélisan konjugdlt pontpérok és talppontjaik.

Egy 4ltaldnos tetraéder koriilirt gombjének a kozéppontjdnak és 1étez6 izogondlisan konjugalt
pontpdrjdnak talppontjai tehét az el6z6ek alapjan egy gombre illeszkednek (8. dbra), mely le-
hetne a Feuerbach kor egy djabb térbeli analdgidja. A tizenkét-pontos gombrdl, mint Feuerbach
gombrdl Egervary Jend (Egervary, 1950, o. 5) igy ir: "mdr meglehetdsen régen felismerték,
hogy a Feuerbach-kornek (vagy kilenc-pontos kornek) nincs megfeleldje egy dltaldnos tetra-
éder esetében, de ha a tetraéder ortocentrikus, akkor két gomb létezik (a , tizenkét-pontos”
gombok), amelyek mindegyike a Feuerbach-kor hdromdimenzios kiterjesztésének tekinthetd."
Ez a jellemzés eltér az itt leirt jellemzéstdl. Tovabbi tanulmény a tobb dimenzids tér szimplexé-
hez kot6d6 Euler egyenes, Monge pont és Feuerbach gomb kapcsolatairél (Leopold & Martini,
2018).
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8. dbra. Kortilirt gomb kdzéppontja O €s izogonalis pontpérja H.

MAGASSAGPONT MINT HATVANYPONT

A haromszog magassidgpontja megegyezik az oldalakra emelt Thalész korok hatvanypontjaval
is (9a. dbra). Az el6z6 fejezetben emlitett tanulmanyban szerepel az a bizonyitds is, miszerint a
tetraéder koriilirt gombjének kozéppontjanak izogondlis konjugaltja megegyezik azon gombok
hatvanypontjaval, amelyek a lapharomszogek f6lé emelt "Thalész gombok". Az ABC oldal-
lap f61€ emelt "Thalész gomb" kozéppontja €s sugara az ABC haromszog koré irhato korének

kozéppontjival és sugardval egyezik meg (9b. dbra).

(a) Magassagpont megegyezik a Thalész korok
hatvanypontjaval. pontja.

9. abra. O 1zogonalis konjugaltja mint hatvanypont.



MAGASSAGPONT A KOZEPVONALAK SEGITSEGEVEL

Eszrevettiink még egy érdekességet. A haromszog magassigpontja egybeesik azzal a ponttal is,
amelyet a csticsokbdl a szemkozti kozépvonalakra hizott merdlegesek metszeteként kapunk.
A haromszog kdzépvonalai az oldalakra emelt Thalész korok kozéppontjait 6sszekotd egyene-
sekként értelmezhetéek. A hatvanyvonalak tulajdonsdgabdl adédik, hogy azok merdlegesek a
korok kozéppontjait 6sszekotd egyenesre, tehdt a kozépvonalra, igy egybeesnek a magassag-
vonalakkal. Ezt a tulajdonsigot atvezetve tetraéderre, tudatidban az el6z6 ismereteknek maér
konnyd belatni, hogy az oldallapok koréirt korének kdzéppontjai alkotta sikokra a szemkoz-
ti csticsbdl hizott merdlegesek egybeesnek a fent leirt Thalész gombok hatvdnypontjdval. Az
ilyen értelemben vett "kozépsikok" éltal definidlt "magassdgvonalak” tehat az el6z6 fejezetben
leirt hatvdnyponttal és igy a koriilirt gomb izogondlisan konjugalt parjaval is egybeesik (10a.
abra).
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(a) Kortilirt korok kozéppontjai alkotta "ko- (b) Az el6z6ek alapjan szerkesztett H pont nem
zépsikok" 4ltal definidlt "magassagvonalak" H egyezik meg a Monge ponttal ortocentrikus tet-
metszéspontja. raéder esetén sem.

10. abra

BEFEJEZES

Az utolsé hdrom alfejezetben leirt, térbeli magassagpont-analdgia azonos pontot eredményez.
Konnyen belathatd, hogy ez a pont nem egyezik meg a Monge ponttal még ortocentrikus tetra-
éder esetén sem, és nem illeszkedik a tetraéder Euler egyenesére sem (10b. dbra). Felvet6dik a
kérdés, hogy 1étezik-e esetleg alternativ kapcsolat e pont €s a Monge pont ill. az Euler egyenes
kozott.
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