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SPECIÁLIS HALMAZOK MAXIMÁLIS
ASZIMPTOTIKUS SŰRŰSÉGŰ RÉSZHALMAZAI
SUBSETS OF SPECIAL SETS WITH MAXIMUM

ASYMPTOTIC DENSITY

Dániel TÓTH1

ABSTRACT
The asymptotic density d, defined by lim

n→∞

1
n
|A∩[1, n]|, is a classical tool for measuring

the size of subsets of N. However, it is not defined for all subsets of N. In this

article, we investigate two finitely additive measures that extend asymptotic density

and are defined for all subsets of N. The density measures we consider, for a given

subset A ⊆ N, assign the largest asymptotic density possessed by subsets of A,

denoted by d(A) = sup{d(B) | B ⊆ A, d(B) = d(B)}, and the smallest asymptotic

density possessed by supersets of A, denoted by d(A) = inf{d(C) | C ⊇ A, d(C) =

d(C)}. We study the range of the density measures d, d, d, and d. Additionally,

we construct sets with a specific form such that the values of d, d, d, and d can be

assigned arbitrarily. From this result, it follows that there exist sets with arbitrarily

large lower asymptotic density, strictly less than one, that contain no subset with

positive asymptotic density.
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BEVEZETŐ
Legyen N = {1, 2, 3, . . . } a természetes számok halmaza. Legyen A ⊆ N. Az A halmaz alsó,
illetve felső aszimptotikus sűrűségét így definiáljuk:

d(A) = lim inf
n→∞

A(n)
n
, d(A) = lim sup

n→∞

A(n)
n
,

ahol az A(n) = |A ∩ [1, n]|. Ha d(A) = d(A), akkor az A halmaz rendelkezik aszimptotikus
sűrűséggel, amit d(A)-val jelölünk [6].
Jelöljük az aszimptotikus sűrűséggel rendelkező halmazok halmazát a következő módon:

D = {A ⊆ N : d(A) = d(A)}.

A végesen additív µ : P(N) → [0, 1] mértéket sűrűségmértéknek nevezzük, ha µ(A) = d(A)
minden A ∈ D esetén. Legyen D̂ a sűrűségmértékek halmaza.
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Nem minden halmaz rendelkezik aszimptotikus sűrűséggel, ezért foglalkozunk olyan sűrűség-
mértékekkel, amelyek kiterjesztik azt. Kérdés, hogy létezhet-e egy A ⊆ N, A < D halmaznak
olyan részhalmaza, amely rendelkezik aszimptotikus sűrűséggel? Mekkora az a maximális
aszimptotikus sűrűség, amellyel rendelkezik a halmaz legalább egy részhalmaza? Jelöljük ezt a
mértéket a következőképpen:

d(A) = sup{d(B); B ⊆ A, B ∈ D}.

A definícióból természetesen következik, hogy ennek a mértéknek van felső párja is, amely
megadja, hogy mekkora lehet az a minimális aszimptotikus sűrűség, amellyel rendelkező a
halmazt tartalmazó halmaz létezik. Ezt a mértéket a következő módon jelöljük:

d(A) = inf{d(C); C ⊇ A,C ∈ D}.

Megjegyzés Ha d(A) = d(A), akkor d(A) = d(A) = d(A) = d(A).

Az üres halmaz minden halmaz részhalmaza, tehát minden halmaznak van legalább
d(∅) = 0 aszimptotikus sűrűségű részhalmaza. Érdekesebb kérdés, hogy milyen halmazoknak
van pozitív aszimptotikus sűrűségű részhalamaza? Van-e összefüggés az alsó és felső aszimp-

totikus sűrűség és a d, d értékei között? Például ha egy halmaz d értéke magas, tehát gazdag
halmaznak tekinthetjük, ebből következik-e, hogy van pozitív aszimptotikus sűrűségű részhal-
maza? Hasonlóan, ha egy halmaz d értéke alacsony, tehát szegény halmaznak tekinthetjük,
ebből következik-e, hogy van olyan egynél kisebb (tehát nem d(N)) aszimptotikus sűrűségű
halmaz, ami tartalmazza azt? A cikk eredményei ezekre a kérdésekre adnak választ.
Adott 0 ≤ α < β ≤ 1 valós számokhoz definiálhatunk olyan A ⊂ N halmazt, hogy teljesül
d(A) = α és d(A) = β. Ennek egyik legegyszerűbb módja, ha A =

⋃∞
n=1((a2n−1, a2n] ∩ N), ahol

{a1 < a2 < . . . < an < . . .} ⊂ N sorozatot úgy definiáljuk, hogy lim
i→∞

A(a2n−1)
a2n−1

= α és lim
i→∞

A(a2n)
a2n
= β

legyen. Ezt általánosítva, ebben a cikkben olyan alakú halmazokkal foglalkozunk, amelyek d, d,

d és d mértékei szabadon megválaszthatók, így vizsgálva a sűrűségmértékek értéktartományait.
Tekintsük a következő ismert sűrűségmértékeket:

d∗(A) = sup{µ(A) | µ ∈ D̂},

dp(A) = lim
θ→1−

lim sup
n→∞

A(n) − A(θn)
n − θn

,

d∞(A) = lim
α→∞

lim sup
n→∞

Aα(n)
Nα(n)

, ahol Aα(n) =
∑

k∈A
k≤n

kα.

Analóg módon definiálhatóak a d∗(A), d∞(A), dP(A) sűrűségmértékek is.
Letavaj, Mišík, Pólya, Sleziak és Ziman eredményei alapján bármely A ⊆ N esetén

d(A) = d∗(A) = d∞(A) = dP(A), valamint d(A) = d∗(A) = d∞(A) = dP(A) [3, 4, 5].

EREDMÉNYEK
Legyen L,H ∈ D olyanok, hogy L ⊆ H. Legyen

A =

∞
⋃

n=1

((a2n−1, a2n] ∩ H) ∪ ((a2n, a2n+1] ∩ L) ,

ahol a1 < a2 < . . . nemnegatív egész számsorozat [2].
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1. Példa Válasszuk az L, H halmazokat és az (an) sorozatot a következőképpen:

H = N, L = ∅, a2n−1 = 10n−1 − 1, a2n = 2 · 10n−1 − 1.

Ekkor A = {1, 10, 11, . . . , 18, 19, 100, 101, . . . , 198, 199, 1000, 1001, . . . }, vagyis azon természetes
számok halmaza, amelyek első számjegye 1. Ez a halmaz egy klasszikus példája az aszimptotikus
sűrűséggel nem rendelkező halmazoknak, mivel lim

n→∞

A(a2n−1)
a2n−1

= 1
9 és lim

n→∞

A(a2n)
a2n
= 5

9 .

1. Lemma Az A, L, H halmazokra teljesül, hogy

0 ≤ d(L) ≤ d(A) ≤ d(A) ≤ d(A) ≤ d(A) ≤ d(H) ≤ 1.

Bizonyítás. Ha B ⊆ A ⊆ C ⊆ N, akkor minden n ∈ N esetén B(n) ≤ A(n) ≤ C(n), ezért

d(A) ≤ d(A) ≤ d(A) ≤ d(A).
Legyen

B′ =

∞
⋃

n=1

[(a2n−1, a2n] ∩ L] ∪ [(a2n, a2n+1] ∩ L] .

Nyilván B′ ⊆ A és d(B′) = d(L), ezért d(L) ≤ d(A).
Legyen

C′ =

∞
⋃

n=1

[(a2n−1, a2n] ∩ H] ∪ [(a2n, a2n+1] ∩ H] .

Nyilván C′ ⊇ A és d(C′) = d(H), ezért d(A) ≤ d(H) [1]. □

Megjegyzés Ha d(L) = d(H), akkor A ∈ D és d(A) = d(L).

2. Lemma Az A halmazra teljesül, hogy lim inf
n→∞

A(n)
n
= lim inf

n→∞

A(a2n+1)
a2n+1

, továbbá lim sup
n→∞

A(n)
n
=

lim sup
n→∞

A(a2n)
a2n
.

Bizonyítás. Legyen α = d(L), δ = d(H). Legyen (bk)∞k=1 ⊆ N tetszőleges sorozat. Ekkor minden
bk elemhez létezik olyan n ∈ N, hogy bk ∈ (a2n−1, a2n] ∪ (a2n, a2n+1].
Ekkor legalább az egyik eset teljesül, hogy

• 1. eset. A (bk) sorozatnak van olyan (bi) részsorozata, hogy minden bi elemhez létezik
olyan ni ∈ N, hogy bi ∈ (a2ni−1, a2ni

]. Ekkor

lim
i→∞

A(bi)
bi

= lim
i→∞

A(a2ni−1) + (bi − a2ni−1)d(H)

bi

= lim
i→∞

1
bi

(A(a2ni−1) − a2ni−1δ) + δ.

Mivel lim
ni→∞

(A(a2ni−1) − a2ni−1δ) ≤ 0, valamint a2ni−1 < bi ≤ a2ni
, ezért

lim inf
ni→∞

A(a2ni−1)

a2ni−1
= lim inf

ni→∞

A(a2ni+1)

a2ni+1
≤ lim inf

i→∞

A(bi)
bi

≤ lim sup
i→∞

A(bi)
bi

≤ lim sup
ni→∞

A(a2ni
)

a2ni

.
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• 2. eset. A (bk) sorozatnak van olyan (bi) részsorozata, hogy minden bi elemhez létezik
olyan ni ∈ N, hogy bi ∈ (a2ni

, a2ni+1]. Ekkor

lim
i→∞

A(bi)
bi

= lim
i→∞

A(a2ni
) + (bi − a2ni

)d(L)

bi

= lim
i→∞

1
bi

(A(a2ni
) − a2ni

α) + α.

Mivel lim
ni→∞

(A(a2ni
) − a2ni

α) ≥ 0, valamint a2ni
< bi ≤ a2ni+1, ezért

lim inf
ni→∞

A(a2ni+1)

a2ni+1
≤ lim inf

i→∞

A(bi)
bi

≤ lim sup
i→∞

A(bi)
bi

≤ lim sup
ni→∞

A(a2ni
)

a2ni

.

Mivel (bk)∞k=1 ⊆ N tetszőleges sorozat, ezért érvényes, hogy lim inf
n→∞

A(n)
n
= lim inf

n→∞

A(a2n+1)
a2n+1
, továbbá

lim sup
n→∞

A(n)
n
= lim sup

n→∞

A(a2n)
a2n
. □

1. Definíció Legyen a1 < a2 < . . . sorozat olyan, hogy az általa definiált A halmazra teljesül,
hogy

d(A) = lim inf
n→∞

A(n)
n
= lim

n→∞

A(a2n+1)
a2n+1

,

továbbá

d(A) = lim sup
n→∞

A(n)
n
= lim

n→∞

A(a2n)
a2n

.

LegyenA az ilyen A halmazok halmaza.

3. Lemma Legyen A ∈ A és A < D. Ekkor lim sup
n→∞

a2n+1
a2n
> 1.

Bizonyítás. Ha lim
n→∞

a2n+1
a2n
= 1, akkor

1 ≤
d(A)
d(A)

= lim
n→∞

A(a2n)
a2n

A(a2n+1)
a2n+1

·

a2n

a2n+1

a2n+1
a2n

≤
d(A)

d(A)
≤ 1,

amiből következik, hogy d(A) = d(A), tehát A ∈ D. □

1. Tétel Legyen A ∈ A és A < D. Ekkor d(A) = d(L).

Bizonyítás. Legyen B ⊆ A olyan, hogy d(B) = d(A). Legyen θ = d(B)
d(A)

. Mivel B ∈ D, ezért az
(a2n), (a2n+1) sorozatokra teljesül, hogy

lim
n→∞

B(a2n)
a2n

= lim
n→∞

B(a2n+1)
a2n+1

,

lim
n→∞

θA(a2n)
a2n

≤ lim
n→∞

θA(a2n) + A(a2n+1) − A(a2n)
a2n+1

,

θd(A) ≤ lim
n→∞

θA(a2n) + (a2n+1 − a2n)d(L)
a2n+1

,

θd(A) ≤ lim
n→∞

a2n

a2n+1
θd(A) + d(L) − lim

n→∞

a2n

a2n+1
d(L),

θd(A)

(

1 − lim
n→∞

a2n

a2n+1

)

≤ d(L)

(

1 − lim
n→∞

a2n

a2n+1

)

.
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A 3. Lemma alapján lim
n→∞

a2n

a2n+1
, 1. Osztva mindkét oldalt kapjuk, hogy θd(A) = d(B) ≤ d(L).

Az 1. Lemma szerint d(L) ≤ d(A). Ezek alapján d(L) ≤ d(A) ≤ d(L), vagyis d(A) = d(L). □

1. Következmény Legyen A ∈ A és A < D. Ekkor d(A) = d(H).

Bizonyítás. Az Ā = N \ A leírható az L és a H komplementerével:

Ā =

∞
⋃

n=1

[

(a2n−1, a2n] ∩ H̄
]

∪
[

(a2n, a2n+1] ∩ L̄
]

.

Mivel d(L) ≤ d(H), ezért d(H̄) ≤ d(L̄). Legyen

bn =















an−1, ha n > 1;

0, ha n ≤ 1.

Ekkor

Ā =

∞
⋃

n=1

[

(b2n−1, b2n] ∩ L̄
]

∪
[

(b2n, b2n+1] ∩ H̄
]

.

Ebből látható, hogy Ā ∈ A.
Legyen C̄ ⊆ Ā olyan, hogy d(Ā) = d(C̄), vagyis C̄ egy olyan részhalmaz aminek az aszimptoti-

kus sűrűsége maximális. Az 1. Tétel szerint d(Ā) = d(C̄) = d(H̄). Tetszőleges halmazokra igaz,
hogy

C̄ ⊆ Ā⇔ A ⊆ C.

Tegyük fel, hogy létezik egy olyan C∗ ⊇ A, C∗ ∈ D, hogy d(C∗) < d(C).
Ekkor C̄∗ ∈ D és C̄∗ ⊆ Ā, valamint d(Ā) = d(C̄) < d(C̄∗), ami ellentmondás. Ebből következik,
hogy nincs olyan C∗ ⊇ A halmaz, aminek az aszimptotikus sűrűsége kisebb lenne, mint d(C),

tehát d(A) = d(C) = d(H). □

4. Lemma Legyen δ ∈ [0, 1], H ⊆ N olyan halmaz, hogy d(H) = δ, továbbá legyen k ∈ N

tetszőleges, és A ⊆ N olyan, hogy A∩ (k,∞) = H∩ (k,∞). Ekkor tetszőleges h ∈ [0, δ) számhoz
létezik olyan n > k, hogy A(n)

n
≥ h.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy nem létezik ilyen n. Ekkor

lim
n→∞

A(n)
n
= lim

n→∞

A(k) − H(k)
n

+ lim
n→∞

H(n)
n
≤ h < δ.

Azonban mivel d(H) = lim
n→∞

H(n)
n
= δ, ezért ellentmondáshoz jutunk. Ezért léteznie kell olyan

n > k értéknek, amelyre A(n)
n
≥ h teljesül. □

5. Lemma Legyen α ∈ [0, 1], L ⊆ N olyan halmaz, hogy d(L) = α, továbbá legyen k ∈ N

tetszőleges, és A ⊆ N olyan, hogy A∩ (k,∞) = L∩ (k,∞). Ekkor tetszőleges l ∈ (α, 1] számhoz
létezik olyan n > k, hogy A(n)

n
≤ l.
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Bizonyítás. Tegyük fel, hogy nem létezik ilyen n. Ekkor

lim
n→∞

A(n)
n
= lim

n→∞

A(k) − L(k)
n

+ lim
n→∞

L(n)
n
≥ l > α.

Azonban mivel d(L) = lim
n→∞

L(n)
n
= α, ezért ellentmondáshoz jutunk. Ezért léteznie kell olyan

n > k értéknek, amelyre A(n)
n
≤ l teljesül. □

2. Tétel Tetszőleges 0 ≤ α ≤ β < γ ≤ δ ≤ 1 valós számokhoz létezik olyan A ⊆ N halmaz,

hogy d(A) = α, d(A) = β, d(A) = γ, d(A) = δ.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy létezik olyan L,H ⊆ N halmaz, valamint a1 < a2 < . . .

nemnegatív sorozat, hogy az A =
⋃∞

n=1 ((a2n−1, a2n] ∩ H) ∪ ((a2n, a2n+1] ∩ L) ⊂ N halmazra

teljesülnek az elvárt feltételek. A d(A) = α és d(A) = δ feltételek az 1. Tétel és az 1.
Következmény alapján pontosan akkor teljesülnek, ha d(L) = α és d(H) = δ. Ennek megfelelően
válasszuk a következő halmazokat:

H = {h1 < h2 < . . .} =

{⌊

k

δ

⌋

: k ∈ N

}

, L =
{

h⌊k δα⌋
: k ∈ N

}

.

Legyen ϵ : N→ (0, γ−β2 ) egy olyan függvény, hogy lim
n→∞
ϵ(n) = 0.

Válasszuk az a1 < a2 < . . . nemnegatív számsorozat elemeit úgy, hogy

• legyen a1 = 1, ekkor A(a1)
a1
= 0.

• Legyen a2n a legkisebb olyan szám, amelyre A(a2n)
a2n
≥ γ − ϵ(n). Mivel γ − ϵ(n) < γ ≤ δ,

ezért a 4. Lemma szerint létezik ilyen a2n. Mivel a2n a legkisebb ilyen szám, ezért
A(a2n−1)

a2n−1 < γ − ϵ(n), így

γ − ϵ(n) ≤
A(a2n)

a2n

≤ (γ − ϵ(n))
a2n − 1

a2n

A(a2n)
A(a2n − 1)

.

Ebből következik, hogy lim
n→∞

A(a2n)
a2n
= γ.

• Legyen a2n+1 a legkisebb olyan szám, amelyre A(a2n+1)
a2n+1

≤ β+ ϵ(n). Mivel β+ ϵ(n) > β ≥ α,
ezért az 5. Lemma szerint létezik ilyen a2n+1. Mivel a2n+1 a legkisebb ilyen szám, ezért
A(a2n+1−1)

a2n+1−1 > β + ϵ(n), így

β + ϵ(n) ≥
A(a2n+1)

a2n+1
≥ (β + ϵ(n))

a2n+1 − 1
a2n+1

A(a2n+1)
A(a2n+1 − 1)

.

Ebből következik, hogy lim
n→∞

A(a2n+1)
a2n+1

= β.

A 2. Lemma szerint d(A) = lim inf
n→∞

A(a2n+1)
a2n+1

és d(A) = lim sup
n→∞

A(a2n)
a2n

, ezért teljesül, hogy d(A) = β

és d(A) = γ. □
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BEFEJEZÉS
Legyen a1 < a2 < . . . nemnegatív egész számsorozat, olyan, hogy

A =

∞
⋃

n=1

((a2n−1, a2n] ∩ N) ∪ ((a2n, a2n+1] ∩ ∅) =
∞
⋃

n=1

((a2n−1, a2n] ∩ N) < D.

Vizsgáljuk meg ezeket a halmazokat a bizonyított tételek alapján. Az 1. Példában bemutatott
halmaz ilyen alakú.

Az 1. Tétel és az 1. Következmény szerint pontosan ekkor d(A) = 0 és d(A) = 1.
A 2. Tétel szerint tetszőleges α = 0 ≤ β < γ ≤ δ = 1 valós számokhoz létezik olyan A ⊆ N

halmaz, hogy d(A) = 0, d(A) = β, d(A) = γ, d(A) = 1. Ebből következik, hogy tetszőleges
1 ≥ ϵ > 0 esetén létezik olyan A ⊂ N, hogy d(A) = 1 − ϵ és d(A) = 0. Azt a halmazt amelynek
az alsó aszimptotikus sűrűsége közel van az egyhez, gazdagnak tekinthetjük. Az állítás szerint
konstruálható olyan tetszőlegesen gazdag, aszimptotikus sűrűséggel nem rendelkező halmaz,
amelyenek nincs pozitív aszimptotikus sűrűségű részhalmaza.

Hasonlóan tetszőleges 1 ≥ ϵ > 0 esetén létezik olyan A ⊂ N, hogy d(A) = ϵ és d(A) = 1.
Azt a halmazt amelynek az felső aszimptotikus sűrűsége nulla közeli, szegénynek tekinthetjük.
Az állítás szerint konstruálható olyan tetszőlegesen szegény, aszimptotikus sűrűséggel nem
rendelkező halmaz, amelyet csak olyan aszimptotikus sűrűséggel rendelkező halmaz tartalmaz,
melynek aszimptotikus sűrűsége 1, tehát a lehető legnagyobb.

A d és d kiterjesztik az aszimptotikus sűrűséget. Ha A ∈ D, akkor d(A) = d(A) = d(A) = d(A).

Ha A < D, akkor a 2. Tétel alapján 0 ≤ d(A) ≤ d(A) < d(A) ≤ d(A) ≤ 1 egyenlőtlenségeken
kívül a mértékek értékeire nincs más megkötés.
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