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SPECIALIS HALMAZOK MAXIMALIS
ASZIMPTOTIKUS SURUSEGU RESZHALMAZAI
SUBSETS OF SPECIAL SETS WITH MAXIMUM
ASYMPTOTIC DENSITY

Déaniel TOTH!

ABSTRACT

The asymptotic density d, defined by 1im %lAﬂ[l, n]|, is a classical tool for measuring
the size of subsets of N. However, it is not defined for all subsets of N. In this
article, we investigate two finitely additive measures that extend asymptotic density
and are defined for all subsets of N. The density measures we consider, for a given

subset A C N, assign the largest asymptotic density possessed by subsets of A,
denoted by d(A) = sup{d(B) | B C A,d(B) = d(B)}, and the smallest asymptotic

density possessed by supersets of A, denoted by E(A) =inf{d(C) | C 2 A,d(C) =
d(C)}). We study the range of the density measures d, d, d, and d. Additionally,

we construct sets with a specific form such that the values of d, d, d, and d can be
assigned arbitrarily. From this result, it follows that there exist sets with arbitrarily
large lower asymptotic density, strictly less than one, that contain no subset with
positive asymptotic density.
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BEVEZETO
Legyen N = {1,2,3,...} a természetes szdmok halmaza. Legyen A C N. Az A halmaz alsé,
illetve fels6 aszimptotikus stirliségét igy definidljuk:

d(A) = liminf A%

n—oo n

d(A) = lim sup A%

b
n—oo n

ahol az A(n) = [AN[1,n]|. Ha d(A) = c_l(A), akkor az A halmaz rendelkezik aszimptotikus
stiriséggel, amit d(A)-val jeloliink [6].
Jeloljiik az aszimptotikus stiriséggel rendelkezd halmazok halmazat a kovetkezé médon:

D =1{A CN:d(A) = d(A)}.

A végesen additiv u : P(N) — [0, 1] mértéket slirliségmértéknek nevezziik, ha u(A) = d(A)
minden A € D esetén. Legyen D a siirtiségmértékek halmaza.
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Nem minden halmaz rendelkezik aszimptotikus siirliséggel, ezért foglalkozunk olyan strtiség-
mértékekkel, amelyek kiterjesztik azt. Kérdés, hogy 1étezhet-e egy A C N, A ¢ D halmaznak
olyan részhalmaza, amely rendelkezik aszimptotikus siirliséggel? Mekkora az a maximalis
aszimptotikus stirliség, amellyel rendelkezik a halmaz legalabb egy részhalmaza? Jeloljiik ezt a
mértéket a kovetkez&képpen:

c:Z(A) =sup{d(B); BC A,B € D}.

A definiciobdl természetesen kovetkezik, hogy ennek a mértéknek van fels6é parja is, amely
megadja, hogy mekkora lehet az a minimalis aszimptotikus siirliség, amellyel rendelkez6 a
halmazt tartalmazé halmaz 1étezik. Ezt a mértéket a kovetkezd médon jeloljiik:

d(A) = inf(d(C):C 2 A.C € D},

Megjegyzés Ha d(A) = d(A), akkor d(A) = d(A) = d(A) = d(A).

Az iires halmaz minden halmaz részhalmaza, tehdt minden halmaznak van legaldbb
d(0) = 0 aszimptotikus siirtiségli részhalmaza. Erdekesebb kérdés, hogy milyen halmazoknak
van pozitiv aszimptotikus slirliségli részhalamaza? Van-e Osszefiiggés az also és felsd aszimp-

Pl

totikus siirtiség és a 4,3 értékei kozott? Példdul ha egy halmaz d értéke magas, tehit gazdag
halmaznak tekinthetjiik, ebbdl kovetkezik-e, hogy van pozitiv aszimptotikus stir(iségi részhal-
maza? Hasonléan, ha egy halmaz d értéke alacsony, tehat szegény halmaznak tekinthetjiik,
ebbdl kovetkezik-e, hogy van olyan egynél kisebb (tehat nem d(N)) aszimptotikus stiriségi
halmaz, ami tartalmazza azt? A cikk eredményei ezekre a kérdésekre adnak valaszt.

Adott 0 < a@ < B < 1 valés szdmokhoz definidlhatunk olyan A C N halmazt, hogy teljesiil
d(A) = aés c_l(A) = B. Ennek egyik legegyszertibb médja, ha A = |} ,((az,-1, a2,] N N), ahol
{a; <ay <...<a, <...} CN sorozatot ugy definidljuk, hogy llgg Aan ) — g és lim @ =p

azp-1 i—o0 2n

legyen. Ezt dltaldnositva, ebben a cikkben olyan alaku halmazokkal foglalkozunk, amelyek d, d,

d és d mértékei szabadon megvilaszthatok, igy vizsgdlva a stirtiségmértékek értéktartomanyait.
Tekintsiik a kovetkezd ismert stirtiségmértékeket:

d*(A) = sup{u(A) | 1 € D},

- o A(n) — A(6n)
) = S e = o
- e An(n) 3 a
do(A) = C}l_)rg 11;n_)so})1p N, (1)’ ahol A,(n) = E k®.

keA
k<n

Anal6g moédon definidlhatdak a d.(A), d_oo(A), d_p(A) stiriségmértékek is.
Letavaj, Misik, Pélya, Sleziak és Ziman eredményei alapjan barmely A € N esetén

d(A) = d*(A) = d(A) = dp(A), valamint d(A) = d.(A) = dw(A) = dp(A) [3, 4, 5].

EREDMENYEK
Legyen L, H € D olyanok, hogy L C H. Legyen

A= U ((azn-1, a2,]1 N H) U ((a2n, a2ps11 N L),

n=1

ahol a; < a; < ... nemnegativ egész szdmsorozat [2].
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1. Példa Vilasszuk az L, H halmazokat és az (a,) sorozatot a kovetkez&képpen:
H=N, L=0, ay,=10""-1, a,=2-10""-1.

Ekkor A = {1,10,11,...,18,19,100, 101,...,198, 199, 1000, 1001, ... }, vagyis azon természetes
szdmok halmaza, amelyek elsd szdmjegye 1. Ez a halmaz egy klasszikus peldaja az aszimptotikus
stirtiséggel nem rendelkezd halmazoknak, mivel lim 2¢=0 — 5 6s lim Aay)

n—oo n—1 n—oo @n 9

1. Lemma Az A, L, H halmazokra teljesiil, hogy
0 <d(L) < d(A) <d(A) <d(A) < E(A) <dH)<1.

Bizonyitds. Ha B C A_Q C C N, akkor minden n € N esetén B(n) < A(n) < C(n), ezért
d(A) < d(A) < d(A) < d(A).
Legyen

= | J@an1,a0,1 0 L1 U (@0, a1 N LI

n=1

Nyilvdn B' C A és d(B’) = d(L), ezért d(L) < d(A).
Legyen -

= | J @21, 001 0 HU [(@20, @20011 0 H].
Nyilvdn C" 2 A és d(C") = d(H), ezért d(A) < d(H) [1]. O

Megjegyzés Ha d(L) = d(H), akkor A € D és d(A) = d(L).
A(n)

2. Lemma Az A halmazra teljesiil, hogy liminf == A(”) = liminf Aifz’”l‘) tovdbbd limsup =% =

2n+
n—oo n—oo n—c0

lim sup =2 A(“z")

n—oo

Bizonyitds. Legyen a = d(L),6 = d(H). Legyen (b;),, € N tetsz6leges sorozat. Ekkor minden
by elemhez 1étezik olyan n € N, hogy b, € (az,—1,a2,] U (aon, azns1].
Ekkor legaldbb az egyik eset teljesiil, hogy

e 1. eset. A (b;) sorozatnak van olyan (b;) részsorozata, hogy minden b; elemhez létezik
olyan n; € N, hogy b; € (az,-1, a2, ]. Ekkor

A(b;))

i

~ im A(az,—1) + (b; — azy—1)d(H)

[—00 bi

lim —=

i—o0

1
= lim b—(A(azn,-—O — a2p,-10) + 0.

Mivel lim (A(az,,-1) — an—16) < 0, valamint ay,,—; < b; < ay,,, ezért

n;—0oo

( 2n,+1)

A(ayy, - . A(b; ) A(b; . A(a,
lim inf M = lim inf < liminf (b) < lim sup —é ) < lim sup (@ ').

nj—e0 A1 nj—e0 Aopivl i—00 i j—00 i ni—00 Aoy,
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e 2. eset. A (b;) sorozatnak van olyan (b;) részsorozata, hogy minden b; elemhez létezik
olyan n; € N, hogy b; € (a,,, az,;+1]. Ekkor

. A(b)) Alaz,) + (bi — axy)d(L) _
im ——- = lim

i—00 i i—00 bi t—)oo

__(A(azn ) — ax,a) + a.

Mivel lim (A(ay,,) — azp,@) > 0, valamint ay,, < b; < ayy.41, €Z€rt

nj—0oo
. JAlagye) Ay . Aby) .. Alazy,)
lim inf ——"~ < lim inf —= (b:) hmsupﬁ < lim sup ——=,
ni—eo dop+1 i—e0 i i—o0 bi I

Mivel (by),2., € N tetszleges sorozat, ezért érvényes, hogy lim inf Ail”) = liminf Azaz"”) tovabba

n—oo n—oo 2n+1
lim sup == A(") = lim sup == A(“z”) mi

n—oo n—oo

1. Definicié Legyen a; < a, < ... sorozat olyan, hogy az altala definidlt A halmazra teljesiil,

hogy
Ala,
d(A) = liminf A% _ ji A1)
n—oo n n—oo a2n+1
tovabba A
d(A) = lim sup Q = lim (aZn).
n—oo n—oeo dyy

Legyen A az ilyen A halmazok halmaza.
3. Lemma Legyen A € Aés A ¢ D. Ekkor limsup 2 > 1.

n—oo

Bizonyitds. Ha lim “2 = |, akkor

n—oo Y2n

A(a n) ary
1 d(A) 11’1’1 azi . ﬁ d(A)
KR T
amibdl kovetkezik, hogy d(A) = d(A), tehit A € D. i

1. Tétel Legyen A € Aés A ¢ D. Ekkor d(A) = d(L).

Bizonyitds. Legyen B C A olyan, hogy d(B) = d(A) Legyen 6 = @ Mivel B € D, ezért az

(azn), (azq+1) sorozatokra teljesiil, hogy

. Blay,) T B(az+1)
lim = lim ———,
n—-oo azn n—0oo a2n+l
. 0A(az,) _ .. 0A(az.) + A(azni1) — Alaz,)
lim —— < lim )
n—oo oy n—00 Aon+1
— 0A(ay,) + (a1 — azy)d(L
6d(A) < lim (a2,) + (G211 — G2,)d( )’
n—eo Aon+1
6d(A) < Tlim 2 6d(A) + d(L) — lim 22— a(L),
n—=00 Aypy] n—o Anu+1
3 . asp . asp
Gd(A)(l — lim ) < d(L)(l — lim )
n=00 Aop+1 n=00 Aop+]
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A 3. Lemma alapjan lim 22— # 1. Osztva mindkét oldalt kapjuk, hogy 6d(A) = d(B) < d(L).

n—oo “2n+l1

Az 1. Lemma szerint d(L) < d(A). Ezek alapjan d(L) < d(A) < d(L), vagyis d(A) = d(L). O

1. Kovetkezmény Legyen A € Aés A ¢ D. Ekkor E(A) =d(H).

Bizonyitds. Az A = N\ A lefrhat6 az L és a H komplementerével:

A= O [(aZn—l’ a] N H] U [(aZn, azs1] N Z_J] .

n=1

Mivel d(L) < d(H), ezért d(H) < d(L). Legyen

n

a,-1, han>1;
0, han < 1.

Ekkor -
A= U [(bZn—l’ byl N E] U [(bzn, byl N H] .

n=1
Ebbdl ldthat6, hogy A € A.
Legyen C C A olyan, hogy d(A) = d(C), vagyis C egy olyan részhalmaz aminek az aszimptoti-
kus siirtisége maximalis. Az 1. Tétel szerint d(A) = d(C) = d(H). Tetsz6leges halmazokra igaz,
hogy -

CcAseAcCC

Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan C* 2 A, C* € D, hogy d(C*) < d(C).
Ekkor C* € D és C* C A, valamint d(A) = d(C) < d(C*), ami ellentmondés. Ebbd] kivetkezik,
hogy nincs olyan C* 2 A halmaz, aminek az aszimptotikus sfirtisége kisebb lenne, mint d(C),
tehdt d(A) = d(C) = d(H). O

4. Lemma Legyen ¢ € [0,1], H C N olyan halmaz, hogy d(H) = ¢, tovdbba legyen k € N
tetszoleges, és A C N olyan, hogy AN(k, c0) = HN (k, o). Ekkor tetszdleges h € [0, §) szdmhoz
létezik olyan n > k, hogy % > h.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy nem létezik ilyen n. Ekkor

fim A% AO—HE | HO)

n—oo N n—oo n n—ooo N

<h<6é.

Azonban mivel d(H) = lim @ = 0, ezért ellentmondashoz jutunk. Ezért 1éteznie kell olyan

n—oo

n > k értéknek, amelyre ’# > h teljesiil. O

5. Lemma Legyen a € [0,1], L € N olyan halmaz, hogy d(L) = «, tovdbbd legyen k € N
tetszdleges, €s A C N olyan, hogy A N (k, o0) = LN (k, o). Ekkor tetsz0leges [ € (a, 1] szdmhoz
létezik olyan n > k, hogy @ <l

428



16" International Conference of J. Selye University, 2024
Sections of the Faculty of Economics and Informatics

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy nem létezik ilyen n. Ekkor

tim A% = g AQLO i 2 s,

n—o N n— o0 n n—oo N

Azonban mivel d(L) = lim Li”)

n—oo

= a, ezért ellentmondashoz jutunk. Ezért léteznie kell olyan

n > k értéknek, amelyre % < [ teljesiil. O

2. Tétel Tetszlleges 0 < @ < <y <6 < 1 val6s szamokhoz létezik olyan A € N halmaz,
hogy d(A) = @, d(A) = B, d(A) = y, d(A) = §

Bizonyitdas. Megmutatjuk, hogy létezik olyan L, H C N halmaz, valamint a; < a;, < ...
nemnegativ sorozat, hogy az A = |2, ((a2,-1,a2,] N H) U ((az,, 24411 N L) € N halmazra
teljesiilnek az elvart feltételek. A d(A) = a és E(A) = ¢ feltételek az 1. Tétel és az 1.

Kovetkezmény alapjan pontosan akkor teljesiilnek, ha d(L) = a és d(H) = 6. Ennek megfelelen
véalasszuk a kovetkez6 halmazokat:

k
H = {h <h2<...}:ﬂg|:keN}, L={hys):keN}.
Legyene : N — (0, %3) egy olyan fiiggvény, hogy lim e(n) =

Vilasszuk az a; < a, < ... nemnegativ szdmsorozat elemeit ugy, hogy

e legyen a; = 1, ekkor A(“l) =0.
e Legyen ay, a legkisebb olyan szdm, amelyre % >y — €(n). Mivel y — e(n) <y <0,
ezért a 4. Lemma szerint létezik ilyen a,,. Mivel a,, a legkisebb ilyen szam, ezért

ax—1

A(a2n) ay, — 1 A(aZn)
ST = D)

Ebb6l kovetkezik, hogy lim % = 5.

v —€(n) <

e Legyen ay,, alegkisebb olyan szdm, amelyre % < B+ ¢€e(n). Mivel B+ €(n) > B > a,
ezért az 5. Lemma szerint l1étezik ilyen a,,,;. Mivel a,,,1 a legkisebb ilyen szdm, ezért
A(azns1—1) >ﬂ + E(I’l), l’gy

azpi1—1

B+ e(n) > A1) A(azps1) > B+ e(n))a2n+1 -1 A(ax+1)

Aontl a1 Alageer — 1)

Ebbd] kovetkezik, hogy lim 24l = g,

n—oo @2n+l1

A 2. Lemma szerint d(A) = hm 1nf A(“z"“) és d(A) = lim sup === A(”z”) , ezért teljesiil, hogy d(A) = 8

n—oo

és d(A) =v. O

429



16t International Conference of J. Selye University, 2024
Sections of the Faculty of Economics and Informatics

BEFEJEZES
Legyen a; < a, < ... nemnegativ egész szdmsorozat, olyan, hogy

A= J(@1,a21 NN U (@20, 82011 0 0) = |_J(@20-1, 02, NN ¢ D.

n=1 n=1

Vizsgéljuk meg ezeket a halmazokat a bizonyitott tételek alapjan. Az 1. Példdban bemutatott
halmaz ilyen alaku.

Az 1. Tétel és az 1. Kovetkezmény szerint pontosan ekkor d(A) = 0 és c_l(A) = 1.

A 2. Tétel szerint tetszbleges @ = 0 < 8 < y < § = 1 valés szdmokhoz létezik olyan A C N
halmaz, hogy d(A) = 0, d(A) = B, c_l(A) =, c_l(A) = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy tetszdleges
1 > € > 0 esetén létezik olyan A C N, hogy d(A) = 1 — € és d(A) = 0. Azt a halmazt amelynek
az alsé aszimptotikus stirtisége kozel van az egyhez, gazdagnak tekinthetjiik. Az allitds szerint

v 7

konstrudlhat6 olyan tetszdlegesen gazdag, aszimptotikus slrliséggel nem rendelkezd halmaz,
amelyenek nincs pozitiv aszimptotikus stiriségti részhalmaza.

Hasonl6an tetszGleges 1 > € > 0 esetén létezik olyan A C N, hogy d(A) = € és d(A) = 1.
Azt a halmazt amelynek az fels6 aszimptotikus stirlisége nulla kozeli, szegénynek tekinthetjiik.
Az allitas szerint konstrudlhaté olyan tetszdlegesen szegény, aszimptotikus slirtiséggel nem
rendelkezd halmaz, amelyet csak olyan aszimptotikus stiriséggel rendelkez6é halmaz tartalmaz,

7

melynek aszimptotikus stirtisége 1, tehdt a lehetS legnagyobb. 3
A d és d kiterjesztik az aszimptotikus stirtiséget. Ha A € D, akkor d(A) = d(A) = d(A) = d(A).

Ha A ¢ D, akkor a 2. Tétel alapjan 0 < d(A) < d(A) < d(A) <dA) <1 egyenlGtlenségeken
kiviil a mértékek értékeire nincs mas megkotés.
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