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ADOTT PONT KET KI’JPS,ZELETRE VONATKOZTATOTT
POLARISAIROL
ABOUT THE POLARS OF A GIVEN POINT WITH
RESPECT TO TWO CONIC SECTIONS

Agnes BAZSO'

ABSTRACT

We describe a methodological approach to investigating the geometric locus of the
intersections of the polars of a point with respect to two conic sections, where the
given point lies on a general line. We prove the conjecture regarding this geometric
locus in three different ways: using analytic geometry, analytic projective geometry,
and theorems and principles of projective geometry.

KEYWORDS
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BEVEZETES ES ALAPFOGALMAK

Az analitikus geometria minden kozépiskoldt végzett didk szdmdra ismerds. Egy szlovékiai
kozépiskolaban érettségizett didk az elvardsoknak megfeleléen egy planimetriai feladat megol-
dédsa sordn képes "megfeleléen megvdlasztani a koordindta-rendszert és algebrailag feldolgozni
a feladatot", valamint ismerik a kor egyenletét: fel tudjak irni az egyenletet ha adott a kér harom
kiilonb6z6 pontja, vagy ha ismerik a kor kozéppontjanak koordinatdit és a sugardnak nagysagat.
Algebrai uton meg tudjak hatdrozni egy kor és egy egyenes kdlcsonos helyzetét. Kuapszeletek-
kel a tanul6k szinte csak f6iskolai szinten taldlkoznak, féleg azok a hallgatok, akik geometridval
kapcsolatos szakot vdlasztanak, pl. szamitégépes grafika, képfeldolgozas, robotika, geometria
vagy topoldgia. Egy konrét problematika bemutatdsan keresztiil szeretnénk szemléltetni, hogy
érdekes lehet a projektiv geometria alapjaival valé megismerkedés kozépiskolai szinten is, akdr
motivacioként palyavélasztds el6tt allok szamara.

Munkdnk soran szamtalanszor felhaszndljuk a Geogebra [1] program adta lehetdségeket, mellyel
interaktivan tudunk szemléltetni szerkesztéseket, geometriai bizonyitdsokat, tulajdonsdgokat
vagy ponthalmazokat adott tulajdonsdgokkal. Ilyen szerkesztések sordn, ahol korre vonatkozta-
tott pdlusok €s poldrisok tulajdonsédgait vizsgaljuk, meriilhet fel egy sejtés, melyet a 3. Tételben,
majd éltaldnositva a 4. Tételben fogalmazhatunk meg. Ezen tételek ismertek €s bizonyitottak,
értekezésiinkben az utdbbi tétel tobb szempontbdl torténd bizonyitdsi lehetdségeit vizsgaljuk.
A tétel kipszeletekre (specidlis esetben korre) vonatkoztatott pdlusokkal és polarisokkal foglal-
kozik, ezért a tétel leirdsa €s bizonyitdsa el6tt ismertetjiik ezek definiciéjat és tulajdonségait.
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Kupszeletre vonatkoztatott p6lus és polaris

A definicidkat €s tulajdonsdgokat a [2], [3] és [4] konyvek ill. tanulmédnyok alapjdn vélogat-
tuk Ossze, a bizonyitdsok és bovebb leirdsok ezekben taldlhatéak. A pdlus-poldris kapcsolat
bemutatdsa el6tt ismerniink kell a teljes négyszog és a harmonikus pontnégyes definiciéjat:

1. Definicié (7eljes négyszog) Ha valamely egy projektiv sikban levs 4 pontot (jeloljiikk P, Q,
R, S) paronként Osszesen 6 kiillonboz6 egyenes kot 6ssze, akkor ezt a négy pontot egy teljes
négyszog csiicspontjainak, a 6 egyenest e teljes négyszog oldalainak, és az oldalak azon met-
széspontjait, amelyek nem csucspontok, dtlospontoknak nevezziik. Az la. abran lathaté6 PORS
négyszog oldalai PS, OS, RS, OR, RP, PQ és étléspontjai A, B, C.

2. Definicio (Harmonikus pontnégyes) Egy projektiv sikon az A, B, C, D kollineéris pontokrdl
azt mondjuk, hogy harmonikus pontnégyest alkotnak, ha van olyan teljes négyszog, melynek
A és B csucsai, C atléspontja, és D a két tovabbi atléspontra illeszkedd egyenes és az AB oldal
metszéspontja. A D és C pontot az A €s B pontokra vonatkoz6 harmonikus tdrsaknak nevezziik
(Iasd 1b. 4bra).

—— g ~ FAERY N ~—

(b) ABFE teljes négyszog ABCD harmonikus pont-
(a) Teljes négyszog négyes felett

1. abra

Adott tetszdleges A, B és C kollinedris pontok esetén C pont A és B pontokra vonatkozé har-
monikus tarsat (jeloljik D-vel) a kovetkezOképp szerkeszthetjiik meg:

e Vilasszunk egy tetszbleges, az 6sszes tobbitdl kiilonbozd, az AB-vel nem kollinedris E
pontot.

e Az EC egyenesen vdlasszunk egy tetszdleges, E és C pontoktdl kiilonb6zd F pontot.
e BFNAE=Gé AFNBE =H.
e GHNAB=D.

Az E és F pontok helyzetétdl fiiggetleniil a D pont helyzete egyértelmd, ldsd https://www.
geogebra.org/m/eywb4hzb oldalon.
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A kovetkezd két tétel (1. és 2.) bizonyitdsa megtaldlhat6 a [3] tanulmanyban.

1. Tétel (Polus és poldris) Legyen adott egy k kipszelet és egy, a kipszeletre nem illeszkedd
P pont. Jeloljiik egy P-re illeszkedd « tetszdleges szeldjét f-nek, és legyen P-nek a szelGre
illeszked6 kupszeletpontokra (a 2a. és 2b. dbrdkon A és B pontokra) vonatkoz6 harmonikus
tarsa Pj,. Az igy kapott Pj, pontok kollinedrisak, azaz egy, a szel6 megvélasztasatol fiiggetlen
egyenesre illeszkednek. Kozos egyenesiiket P poldrisanak hivjuk, és azt mondjuk, hogy P a
kapott egyenes pélusa. Ha P kiils6 pont, akkor P pdlusa a P-re illeszked$ kiipszeletérintSk
érintési pontjait 6sszekotd egyenes.

(a) P kiils6 pont (interaktiv dbra: https://www. (b) P belsd pont (interaktiv dbra: https://www.
geogebra.org/m/jzhzbabd) geogebra.org/m/yavbqsb3)

7 2

2. dbra. A P ponton athalad6 valtozo f szeld éltal indukélt P,, pontok halmaza

2. Tétel Ha Q illeszkedik a P pont pp poldrisara, akkor a P illeszkedik a Q pont p, poldrisdra.
Az 1.és 2. Tételekbdl adédik a kovetkez6 allitas:

1. Lemma Ha P a kupszelet belsd pontja, akkor P poldrisa a P ponton dthaladé szel6 kup-
szeletpontjaibdl hizott kipszeletérintdk metszéspontjainak halmaza (interaktiv dbra: https:
//www.geogebra.org/m/uywgpprz).

A PROBLEMA MEGFOGALMAZASA
Az alapfogalmak bemutatdsa utdn ismertetjiik a bevezetésben emlitett sejtésre alapul6 tételt:

3. Tétel Legyen adott egy p egyenes és két kiilonbozs kor k; és k,, melyekre igaz, hogy
legalabb az egyik kor kdozéppontja nem illeszkedik a p egyenesre. Legyen M pont a p egyenes
tetszOleges pontja. Azon pontok mértani helye, melyet M pont k; €s k,-re vett polérisainak
metszeteként kapunk, ha az M pont végigfut a p egyenesen, az egy kipszelet.

3. abra. Az M, pontok halmaza kiipszelet
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Bizonyitds. Az atlathatdsag kedvéért a kovetkezd jeloléseket haszndljuk: egy tetszdleges P pont
x koordinataja legyen P,, y koordindtdja legyen P,. Valasszuk meg a koordindtarendszert ugy,
hogy minél jobban leredukaljuk a paraméterek szdmat. A p egyenes essen egybe az y tengellyel,
ekkor M € p-re érvényes M = (M, M,) = (0,k), k € R. Legyen az egyik kor egységsugari
r1 = 1, amasik éltalanos sugari r, = r. Kozéppontjuk helyzete legyen éltaldanos O, = (O, Oy,)
€s O, = (Oyy, Oyy) koordindtakkal. A két kor altaldnos egyenlete

ky : (x— le)2 + (y - Oly)2 -1=0,

ky: (x=03) +(y—0y)-r=0.

Keressiik az M pont k; és k, kupszeletekre vonatkoztatott polarisainak édltalanos egyenletét. Az

P4

M pont korokhoz vett helyzetétdl fliggden harom eset dllhat fenn:

1. Tételezziik fel, hogy M pont mindkét kor kiilsé pontja. Az M pont poldrisa k;-re nézve
legyen pi, ko-re nézve p,. Az M pont k; korre vonatkoztatott p; poldrisa az M pontbdl k-
hez hizott érint6k érintési pontjait koti dssze (1. Tétel). Jeloljik piNky = E és poNk, = F.
Mivel ME 1. EO, és MF 1 FO,, ezért

(Ex - Mx)(Ex - le) + (Ey - My)(Ey - Oly) = O, (1)
(Fx - Mx)(Fx - 02x) + (Fy - My)(Fy - 02y) =0. (2)

Mivel E € k; és F € ky, igy
(Ex - le)(Ex - 01x) + (Ey - Oly)(Ey - 01y) —-1= O, (3)

(Fx - 02x)(Fx - 02x) + (Fy - 02y)(Fy - 02y) - I"2 =0. (4)

Mivel E pont koordinétéi eleget tesznek (1) és (3) egyenleteknek, igy eleget tesznek az
egyenletek tetszdleges linedris kombinacidjdnak is, vagyis (1)—(3) egyenletnek is. Analdg
modon igaz F pontra is. Az igy kapott p; és p, poldris egyenlete

pr: (O —M)x+ (01— Myy+ M0y, — 07, + M,0,, - 07, +1=0  (5)

pr: (O = M)x+ (02 — My)y + M,y — O3, + MyOs, — O3 + 72 = 0. (6)

2. Tételezziik fel, hogy az M pont illeszkedik valamelyik korre, legyen ez a k; kor. Ebben az
esetben a (1) és (3) egyenletek szintén érvényesek, tehat az M pont polédrisdnak egyenlete
megegyezik a (5) egyenlettel.

3. Tételezziik fel, hogy az M pont valamely kor bels6 pontja, legyen ez a kor k;. Jeloljik M
pont k; korre vonatkoztatott poldrisat p,-gyel. Felhaszndlva az 2. Tételt, ha a p; egyene-
sen valasztunk egy tetszéleges A pontot, akkor M pont illeszkedik az A pont poldriséra,
vagyis ha A pont polarisa

pa: (O —A)x+ (01— Ay + A0\, — O}, + A0, — 0], +1 =0
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egyenlettel adott (felhaszndlva az el6z0 esetben kapott eredményeket) és érvényes hogy
M € py, akkor kapjuk

(O1c = ADM, + (01, — AYM, + A0y, — O} + A,0,, - O} + 1 = 0.

Mivel ez minden A, és A, (A € p;) koordinatara érvényes, igy ezeket dltalanositva kapjuk
M pont k; kipszeletre vonatkoztatott polarisdnak egyenletét

pr: (01— DM, + (O — y)M, + x01, — Of, + yO1, — O7 + 1 =0,
amely egyenlet megegyezik a (5) egyenlettel.

Lathatjuk, hogy M pont helyzetétdl fiiggetleniil a polarisok egyenletei k; korre vonatkoztatva a
(5) egyenlet, és k, korre vonatkoztatva a (6) egyenlet. Keressiik a p; N p, = M, pont mértani
helyét, vagyis a pont éltal leirt gorbe altaldnos egyenletét. M, = 0 és M, = k koordindtdkat
felhaszndlva, a (5) egyenletbdl k valtoz6 paramétert kifejezve és (6) egyenletbe helyettesitve
kapjuk az M), pont éltal leirt gorbe egyenletét

ki xy- (01— 02) + - (O1y = Og)) + x - (01,04, — 01,05+
+y- (03, - 07, + 03, — O + 1 - )+

ly

mely egyértelmiien masodfoku egyenlet, vagyis az M, pont kiipszeleten fut végig. O

ALTALANOSITAS
Jogosan feltételezhetjiik, hogy az el6z6 tétel altalanosithatd, és a korok felcserélhetdek kipsze-
letekre.

4. Tétel Legyen adott két kiilonboz6 kipszelet és egy olyan egyenes, melyre igaz, hogy leg-
aldbb az egyik kupszelet szimmetriatengelyével nem esik egybe. Azon pontok halmaza, melye-
ket egy egyenesen fut6 pont e két kipszeletre vonatkoztatott poldrisainak metszeteként kapunk,
kapszelet.

4. dbra. Az M, pontok halmaza kupszelet

A kovetkezd alfejezetekben a 4. Tételnek a bizonyitdsi lehetdségeit irjuk le.
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A tétel analitikus bizonyitasa euklideszi sikban
A derékszogl koordindta rendszerben legyen adott két kupszelet «;, «, €s egy p egyenes a
kovetkezd egyenletekkel

Kii a X +2-b-xy+c -y +2-d-x+2-e-y+f; =0,

K az-x2+2-b2-xy+cz-y2+2-d2'x+2-ez-y+f2 =0,

p: x=k-y+h,

aholay, by, cy1,dy, ey, fi,a2,ba,co,da, €2, fo,k,h € R, az ay, by, ¢, paraméterek koziil, és az a,, by, ¢,
paraméterek koziil is legalabb az egyik nem nulla.
Vilasztunk egy M pontot a p egyenesen. Az M pont koordinatdi legyenek (M, M,), melyre ér-
vényes, hogy M, = k - M, + h. Bizonyitasunk sordn azt az esetet vizsgaljuk, amikor az egyenes
nem metszi egyik kipszeletet sem. Amennyiben az egyenes metszené valamely kipszeletet,
ugy M pont valamely kupszelet bels6é pontja lenne — ebben az esetben a 2. Tételt felhasznalva
(anal6g médon, mint az el6z6 fejezetben) a poldrisok ugyanazon egyenleteit kapjuk.
Keressiik az M pont polarisét az egyik kiipszelethez viszonyitva, legyen «; ez a kipszelet. Az M
pont poldrisa az M pontbdl «;-hez hizott érint6k érintési pontjait koti dssze. Jeloljik az egyik
érintési pontot A-val. Az érintdk tulajdonsagait tekintve tudjuk, hogy egy gorbe érintGje A
pontban meghatdarozhaté annak segitségével, hogy a gorbe és az érinté meredeksége megegye-
zik ebben a pontban. A kupszelet meredekségét meghatarozni mar kozépiskolan til mutatd
feladat, aholis egy fiiggvény derivéltjat keressiik egy adott pontban. Az M ponton athaladd, «;
kipszeletet A pontban érintd egyenes egyenlete

—al-Ax—bl-Ay—dl

th: M,—-A, -
A Y Y b]'Ax+C1'Ay+€1

(M, - A =0. (N

Mivel A € ky, igy
ap-AT+2-by - AA + e A +2-di A+ 2 - A+ f; = 0. ®)

Az A érintési pont koordinatai eleget tesznek (7) és (8) egyenleteknek, ezért eleget tesz ezen
egyenletek linedris kombindcidjanak is, vagyis az (8)—(7) egyenletnek is. Az egyenlet rende-
z€sével és altalanositdsaval megkapjuk az M pont k;-re vonatkoztatott polarisdnak egyenletét,
ami

J AR X(anl +Myb1 +d1)+y(be1 +MyC1 +€1)+(de1 +My€1 +f1) =0. (9)
Anal6g médon megkaphaté M pont k,-re vonatkoztatott poldrisdnak egyenlete:
2 )C(anz + Mybz + dz) + y(bez + MyC2 + 62) + (dez + Myez + fz) =0. (10)

M, = kM, + h behelyettesitésével és M, elimindldsdval a (9) és (10) egyenletekbdl kapjuk az
M, = p; N p, pont altal leirt gorbe altalanos egyenletét

x*(ha\b, — hayby — kad, + kaxd, — bid, + body)+

xy(haic, — haycy + kaze, — kaye; + kbyd, — kbdy + byey — biey + cody — c1do)+
y?(hbycy — hbscy + kbyey — kbie, + crey — cre2)+

x(haye; — haye, + hbady — hbidy + kax fi — kai f, + bafi — b1 f> +die; — drey)+
y(hbie; — hbyey + heydy — heydy + kb, fi — kb fo + kdaey — kdyey + cof1 — 1 fo)+
(hd ey — hdrey + kdy fy — kd, f> + e fi — e f>) = 0.
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Az M, pontok halmaza tehét egy «, kuipszelet, melynek egyenlete

Kr: o ap-xX*+2-bpoxy+cpy +2-dpx+2-ep-y+ fr=0, (11)
ahol

-1 k h 1 -1 k h 1 -1 k h
ar=\|a; by d|, bf:E-al b, dl—i-az by, d,|,

a by d, by ¢ e by ¢ e

-1 k h 1 -1 k h 1 -1 k h
cr=1|by ¢ e, dy = 7 a by di| - 3 a b, dl,

by ¢ e d e f di e fi

-1 k h 1 -1 k h 1 -1 k h
ff: d] €1 f1 , er = 5 b] cp e —E' b2 Cy é€7|.

d, e fo d e f di e fi

A tétel analitikus bizonyitasa a projektiv sikon
Elméleti hattér

A projektiv sik egy olyan (P, L, I') rendezett harmas, ahol # ponthalmaz, £ egyeneshalmaz,
I c P x L illeszkedési relacié (X € P pont illeszkedik az [ € L egyenesre, ha (X,]) € 1) és
teljesiilnek ra az aldbbi axiémak:

e Barmely két kiilonb6z0 pontra illeszkedik pontosan egy egyenes.
e Barmely két kiilonb6z6 egyenesnek 1étezik egy és csak egy kozos pontja.
o [ étezik négy olyan pont, amelyek koziil semelyik harom nem kollinedris.

A projektiv sikot elképzelhetjiik tigy, mint a valds euklideszi sik kibdvitve végtelen tdvoli
pontokkal és végtelen tdavoli egyenessel. A parhuzamos egyenesek ugyanabban a végtelen tavoli
pontban metszik egymadst (ez a pont a parhuzamos egyenesek egyetlen kozos pontja). Minden
végtelen tdvoli pont illeszkedik a végtelen tavoli egyenesre, €s minden egyenesre illeszkedik
az 4altala reprezentalt végtelen tavoli pont. Egy projektiv sik egy egyenesre illeszkedd Osszes
pontjanak halmazat pontsornak, ezt az egyenest pedig a pontsor tartéegyenesének nevezziik.
Az egy pontra illeszkedd egyenesek halmazat sugdrsornak, ezt a pontot pedig a sugarsor tarto-
pontjanak nevezziik. A projektiv sik részletes bemutatisa megtaldlhat6 a [3] tanulmanyban.

Az analitikus projektiv geometridban homogén koordinétdkat haszndlunk. Elonyiik, hogy koor-
dindtdkat (szamhdarmast) rendeliink pontokhoz és egyenesekhez is. Az euklideszi sikban meg-
taldlhat6 (x,y) pont megfelelje a (x,y, 1), illetve ennek barmely nullatdl kiillonb6z6 szorzata,
vagyis példaul az (x,y, 1) = (2x, 2y, 2) = (Ax, Ay, 4), ahol A # 0, homogén koordindtik ugyanazt
a pontot hatdrozzdk meg. Az euklideszi sikban a-x+b-y+c-1 = 0 egyenlette]l megadott egyenes
megfelel6je az (a, b, ¢) - 1 homogén koordindta. A végtelen tdvoli pont homogén koordinatdja
(x,y,0) - A a végtelen tavoli egyenes (0,0, 1) -  homogén koordindtaval adhaté meg. Projektiv
sikon val6 analitikus szamoldsnél egy tetszSleges P = (Py, P, P3) homogén koordinataja pont

T
megfelelGje a P = (Pl P, P3) vektor. A val6s euklideszi sikban ennek a pontnak a koordi-
natai P = (%, i—i). Konnyen belathatd, hogy az (x,y, 1) = (Ax, Ay, 4) pont az (a, b, ¢) egyenesen
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fekszik, ha skaldr szorzatuk 0. Két pont P = (Py, P,, P3) és Q = (Q1, O», O3) éppen akkor fek-
szenek az [ = (I}, ,, ;) egyenesen, ha érvényes P X Q = [. Az [ egyenes homogén koordinatai
tehat (P,Q3 — P30,,—P1Q3 + P30y, P10, — P,0;). Két egyenes metszéspontjdnak M = [ N'm
homogén koordinatdira érvényes M = [ x m. Egy kipszelet azon pontok halmaza, amelynek
koordinatéi eleget tesznek a kovetkezd egyenletnek

a b d) (x
xTCx:(x y 1)- b ¢ e|-|y|=ax’+2bxy+cy* +2dx+2ey+ f =0,
d e f) \1

ahol det(C) # 0. Amennyiben a determindns értéke O lenne, elfajult kiipszeletet kapnank.

Egy P pont C matrixszal adott kupszeletre vett [ polarisara érvényes [ = C - P, valamint fordit-
va, az [ poldris P pélusdra érvényes P = C~! - [. Homogén koordindtdkkal és kipszeletekkel
kapcsolatos részletesebb magyardzat a [2] és [4] konyvekben taldlhato.

Bizonyitas
1. Legyen adott x; kipszelet C, «, kipszelet C, méatrixokkal, és M pont.

2. Az M pont polérisa a k; kupszelethez viszonyitva p; = C; - M, és a k, kupszelethez
viszonyitva p, = C, - M.

3. Legyen M, = p; N p,, azaz M, = p; X p,. Az M, pont homogén koordinatait jeloljiik

(M, My, M) = (% Ly 1), vagyis az M, pont koordinatdira érvényes, hogy

Mpz’ M,,Z’
M,,
x=—2 (12)
M,,
MPY
= ) 13
Y= (13)

)24

4. Mivel M pont a p egyenesen fekszik, ezért érvényes, hogy M, = k-M,+h. Ezt (12) és (13)
egyenletekbe behelyettesitve €s M, elimindlasaval a (11) egyenletet kapjuk, amit az el6z6
fejezetben leirtunk. A szdmolds ebben az esetben nem lehetetlen, de bonyolult. A Ma-
ple [5] programmal végzett munkamenet megtaldlhaté ahttps://drive.google.com/
file/d/1JXEEZbQMmMRHXZ71WDS2wS8afSJIGtNSc/view?usp=sharing linkre kattint-
va.

Megjegyzés: A 2. 1€pésnél a p, és p, polarisok homogén koordinatait felhasznalva fel lehet irni a

polérisok egyenleteit, ugyanabban az alakban, mint az el6z06 fejezetben a (9) és (10) egyenletek.
Innét eljutni a kivant eredményig egyszeriibb feladat.

A tétel bizonyitasa projektiv sikon analitikus médszerek nélkiil
Elméleti hattér

3. Definici6é (Perspektivitds) Egy pontsort egy sugarsorra képezd perspektivitdson azt a leképe-
z€st értjiik, ami a pontsor minden eleméhez a sugarsor azon egyenesét rendeli, amely az adott
ponton édthalad.
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4. Definicié (Projektivitds) Egy pontsort vagy sugdrsort egy masik pontsorra vagy sugérsorra
képezd projektiv leképezésen véges sok, pontsorok és sugarsorok kozotti perspektivitds kom-
pozicidjat értjiik.

A [3] tanulmdnyban megtaldlhatéak a perspektivitds €s projektivitds részletesebb leirdsa is.
A bizonyitds sordn felhasznéljuk tovdbba az 2.Tételt, a [2] konyvben leirt Steiner kipszelet-
meghatédrozast €s a [3] tanulmdnyban megtaldlhaté tételt polus-polaris kapcsolatrdl sz6l6 tételt.

5. Tétel (Steiner tétel) Az x és y valtozé egyenes haladjon at a rogzitett A és B ponton,
mégpedig ugy, hogy x és y projektiv, de nem perspektiv kapcsolatban allnak egymadssal. Ekkor
az x Ny ponthalmaz egy, az A és B ponton dthalad6 kupszelet.

6. Tétel A polus-poldris kapcsolat projektiv leképezés.

Bizonyitas

Jeloljiikk A-val p egyenes polusat «; kipszeletre nézve és B-vel p egyenes polusit k, kipszeletre
nézve. Mivel p egyenes pélusa az A pont, ezért a p egyenes minden M pontjanak poldrisira
illeszkedik az A pont, vagyis A pont a k;-re vonatkoztatott M € p pontok dltal meghatdrozott
polarisok sugarsordnak tartopontja. Analég médon B a k,-re vonatkoztatott M € p pontok altal
meghatérozott polarisok sugarsordnak tartépontja. Mivel a pSlus poléris kapcsolat projektiv le-
képezés, igy az dltalunk meghatdrozott leképezés projektivitds a projektiv sik A és B tartopontd
sugdrsorai kozott €s a megfeleld sugarak metszéspontjai kipszeletet hatdroznak meg.

5. dbra. Az A és B pont a poldrisok sugarsordanak tartépontja

OSSZEFOGLALO

Az 4ltalunk is megfogalmazott, ismert problémat tobbféle megkozelitéssel bizonyitottuk. El6-
szOr klasszikus analitikus modszerekkel, melyek kozépiskolat végzett didkok szdmadra is is-
merds lehet. Ezutdn a problematikat 4thelyeztiik projektiv sikba, és a projektiv sik analitikus
modszereivel bizonyitottuk a tételt. Ez a bizonyitds hosszadalmasabbnak bizonyult az eukli-
deszi koordinatdkra val6 visszavaltds miatt. A legrovidebb és legfrappansabb bizonyitdst az
analitikus médszerek teljes elhagydsdval, csak projektiv geometriai ismereteket felhasznédlva
kaptuk. Habar sejtésiink nem ujkeletli dolog, mégis érdekesnek taldljuk, hogy egy latszolag
bonyolult, mdsodfoki egyenletekkel és derivalasokkal tarkitott levezetés projektiv geometri-
ai ismeretekkel elegdnsabban bizonyithat6é. Kovetkez6 munkdnkban azt szeretnénk vizsgélni,
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hogy milyen feltételeknek kell teljesiilnie az adott kipszeletek és az egyenes helyzetét illets-
en, hogy meghatarozott kategoéridju kupszeletet (ellipszist, paraboldt, hiperbolat vagy elfajult
kipszeletet) kapjunk.
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