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BEVEZETES

A modellezés és szimulacio (MS) egy olyan teriilet, amelyet az élet szamos
teriiletén hasznalnak. Segitséget nyujt a tervezés, gyartas, oktatas teriiletén, de
sok egyéb szektorban is.

Mindenekel6tt érdemes tisztazni, hogy mit is értiink modell és szimulacio alatt,
milyen fajtait ismerjiik, és miért van fontos szerepiik a mindennapi ¢életben.
A modellezés soran a valdsagbol kiemeljiik a szamunkra adott szituacioban
fontos, ismert vagy feltételezett elemeket. Egy populacios modell esetében
ilyen paraméter lehet a populacio pillanatnyi nagysaga, a sziiletés és elhalalozas
gyakorisaga és az id6 intervallum, amelyen vizsgalni szeretnénk a valtozast.
Fontos, hogy az elkészitett modelliinket tesztelésnek vessiik ald. Amennyiben
az Osszeallitott modell az elvartak szerint viselkedik, akkor azt az adott
jelenség vizsgalatara alkalmas eszkdznek tekinthetjiik. Abban az esetben,
ha eltéréseket észleliink, akkor tovabbi fejlesztéseket kell végrehajtanunk
a modellen, optimalizalnunk kell azt. Megeshet, hogy ezek a modositasok nem
segitik az elérehaladast, ekkor a modellt el kell vetni és egy 0j szemszdgbdl kell
megkdzeliteni annak felépitését. A tesztelések soran nagy segitséget nyujtanak
a szimulaciok. A szimulacid soran egy rendszer viselkedését probaljuk egy
masikéval imitalni. Ez egy olyan vizsgalat, amikor egy folyamat fizikai vagy
szamitogépes modelljén tanulmanyozzadk a rendszer varhato, illetve valddi
viselkedését. Egy szimulaciot tobb okbol kifolyolag is elvégezhetiink a valos
kisérlet helyett, példaul ha a valds kisérlet végbemenetelének idétartama tal
gyors vagy éppen til lassu lenne. Ezen feliil szimulaci6 kivitelezése sok eset-
ben olcsobb, mint elvégezni a koltséges kisérletet. Szempont lehet az is, ha
a kisérletek tul veszélyesek, tl bonyolultak vagy, ha nem allnak rendelkezésre
a kivitelezéséhez sziikséges eszkozok.

Mara mar szamos modellezésre alkalmas rendszerrdl beszélhetiink. Adottak
olyan modellezé szoftverek, melyek egy-egy konkrét teriilet problémaira
fokuszalnak és nytjtanak —modellek és szimulaciok segitségével —megoldasokat.
Az egyik legalkalmasabb programozasi kornyezet a MATLAB. A benne talalha-
to eszkoztarak koziil a Simulink, SimEvents és Stateflow konyvtarak emelhetok
ki, amelyek a benniik talalhatd blokkok segitségével teszik lehetdvé modelleken
képzett szimulacido megvalositasat. A modellezni kivant rendszereket tobb
szempont szerint csoportosithatjuk. Ezen konyv keretein beliil viszont, az idébeli
valtozas szemlélete szerinti kategoriakra helyezziik a hangsulyt. Ezen csoportok
szerint beszélhetiink:



e Folytonos rendszerekrol (DESS - Differential Equation System
Specification)

e Diszkrét rendszerekrol (DTSS - Discrete Time System Specification)

e Diszkrét eseményii rendszerekrél (DEVS - Discrete Event System
Specification)

*  Hibrid rendszerekrél (DEV&DESS - Discrete Event and Differential
Equation System Specification)

Ezen konyv alapjaul a Bevezetés a modellezés és szimulaciéba, és a Modelle-
z¢€s és szimulacio elmélete és eszkozei eldadasai szolgalnak.

Valamennyi bemutatott modell forraskodja megtalalhatd az alabbi linken:
https://github.com/JSelyeUniversity/folyamatmodellezes
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DTSS modell: . .
p(t+1) = a*p(t)+b*x(t) 1d8 a kdvetkezd eseményig,

allapot a kovetkezd eseménynél

1. Abra — DESS, DTSS és DEVS modelleket leiré lehetSségek és grafikus
dbrazolasainak mintdja (Zeigler, Muzy, & Kofman, 2019)

Az elsé fejezet a matematikai modellalkotds modszereinek bemutatasara 6ssz-
pontosit. Ezt kovetden altalanosan ismerteti az egyes rendszertipusokat. A maso-
dik fejezet mar konkrét rendszertipusokkal foglalkozik. Bemutatja a folytonos
rendszereket, azon beliil is kiilonbséget tesz kdzonséges differencialegyenletek
és parcialis differencidlegyenletek kozott. Elobbi esetében a rendszer mii-



kodését javarészt populacios- ¢és kocsimodellek segitségével tamasztjuk ala,
mig utobbiaknal megnézziik ezen rendszerek numerikus megoldasait. A foly-
tonos rendszereket kovetve a diszkrét rendszerek modellezésére fektetjiik
a hangsulyt. A harmadik fejezet tehat, a diszkrét idejii rendszerek mikodését
foglalja 0ssze, amely magaba foglalja a diszkrét ideji térbeli rendszereket is.
Ezeket a gyakorlatban matematikai szamsorokon, populacios modelleken,
valamint egy- és tobbdimenzids sejtautomatakkal szemléltetjiik. A fejezetben
helyet kap tovabba Wolfram automataja és a Conway-féle életjaték-modell.
A negyedik fejezet a diszkrét eseményii rendszereket mutatja be, tomegkiszolgald
vagy masnéven sorbanallasi rendszerek, valamint Markov-lancok segitségével.
Az 6todik fejezet a hibrid rendszerekre helyezi a hangsulyt, melyek folytonos
és diszkrét dinamikus viselkedést is produkalnak. Konyviink hatodik fejezete
a MATLAB-ban talalhatdé modellezési eszkoztarakat mutatja be, konkrétan
a Simulink-et, a SimEvents-et, valamint a Stateflow-t.



1. MATEMATIKAI MODELLEK ALKOTASARA SZOL-
GALO MODSZEREK

Matematikai modell alatt magat a rendszert, és a benne lejatsz6dd folyamatot
leird egyenleteket értjiik. Az ilyen tipusi modellek alkotasa soran figyelembe
kell, vegyiik a kezdeti és peremfeltételeket, valamint a kapcsolodo adatrendszer
felallitasat. A modellalkotashoz sorolhatjuk magat a megoldd algoritmust is,
amely meghatarozza a modell pontossagat (Giordano, Weir, & Fox, 2003).

Egy adott rendszer modellezése soran, a matematikai modellek alkotasakor
az alabbi elméleti modszerek adottak (Pokoradi, 2013):

Fehérdoboz-eljaras (White-box): A modell felallitasa ezen eljaras esetében fizi-
kai torvényszeriiségeken és megfontolasokon alapszik, tehat mar a rendszerrél
kapott elézetes informaciok alapjan torténik a matematikai modell eléallitasa.
Itt valds, fizikai paraméterekrél beszélhetiink. A moédszer hatranya, hogy
bonyolult. Felhasznalasi szempontbol elmondhatd, hogy olyan esetekben al-
kalmazzuk, amikor részletes tervezésre és pontossagra van sziikség.

Feketedoboz-eljaras (Black-box): Tipikusan a kisérleteken alapulo eljaras.
Az el6z6 modszerhez képest, itt nem beszélhetiink konkrét fizikai paraméterek-
rol. A kisérlet alatt érthetjiik a vizsgaldjelre adott rendszervalaszokat €s azok
elemzését. A white-box-hoz képest ezeknek a modelleknek az elényiik,
az egyszeriségiikben rejlik. Hatranyuk a valds fizikai torvényszertiségek alkal-
mazasanak hianya. Mivel ezeket a modelleket a vizsgalt rendszer bemeneti €s
kimeneti paraméterei alapjan épitjiik fel, ezért szakirodalmakban Input/Output,
vagy roviden I/O rendszereknek nevezik dket.

Sziirkedoboz-eljaras (Grey-box): Az el6z6 két modszer kombinacidja, mond-
hatni egy vegyes eljaras. A mérnoki munkaban leggyakrabban hasznalt metodus,
mivel, ha nem is mondhatd el minden paraméter esetében a torvényszeriiségen
alapuld pontossag, vannak szegmensek melyek esetében valoés fizikai para-
meéterekrol beszélhetiink, s vannak, amelyek a black-box eljarasra vannak kény-
szerlilve. Ezen eljaras soran az alabbi két alesetet célszeri megvizsgalni (Ljung,
2001):

Fizikai modellezés: Fizikai alapokon felépithet6 egy modellstruktira, amelynek

bizonyos szaml paraméterét az adatokbol kell megbecsiilni. Ez lehet példaul
egy adott rendi és szerkezeti allapottérmodell.
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Félig fizikai modellezés: A fizikai betekintést a mért adatjelek bizonyos
nemlinearis kombinacidinak vizsgalatara hasznaljak. Ezeket az 0j jeleket
ezutan black-box jellegii modellstruktaraknak vetik ala.

A rendszerelmélet alapjan beszélhetiink tigynevezett beagyazasokrol, melyek
szerint alosztalyként tekinthetlink az egyik rendszerre a masikhoz viszonyitva.
Példaként a DTSS a DEVS ,alosztalya”. Azonban a sz6 szoros értelmében
nem igaz, hogy barmelyik diszkrét idejii rendszer egyben diszkrét esemény-
rendszer is (idobazisaik példaul kiilonboznek). Lehetdségiink van viszont,
olyan szimulacids fogalmak megadasara és olyan esetek modellezésére, melyek
lehetéve teszik, hogy az egyik rendszer a masik lényegi munkajat elvégezze.
Egy formalizmus beagyazhaté egy masikba, ha az elsd barmelyik rendszere
szimuldlhatd a masodik valamelyik rendszerével (Zeigler, Muzy, & Kofman,
2019). Visszautalva az el6z06 példankra, egy DTSS szimulalhato egy DEVS-szel,
ha az iddbeli elérehaladast allandora korlatozzuk.

Osszegezve tehat, ebben a fejezetben ismertettiik a matematikai modell al-
kotasanak lehetdségeit és az egyes rendszertipusokat, melyek eseteiben kité-
rlink a kiilonallo mikddésiikre, valamint réviden a beagyazasi lehetoségeikre is.
Lehet6ségiink van viszont arra, hogy az ezen rendszerekre jellemzé paraméte-
reket egy modellen beliil is hasznaljuk, mint pl. a DEV&DESS, melyeket egy
késdbbi fejezetiinkben, hibrid rendszerekként mutatunk be (Barros, 1997).

11



2. FOLYTONOS RENDSZEREK (DESS)

A DESS (Differential Equation System Specification), hagyomanyos diffe-
rencialegyenlet-rendszerek, amelyek folytonos allapotokkal és folytonos
idovel rendelkeznek. A folytonos folyamatokat az idd vezérli. Az atmenetek
folytonos gorbe segitségével vannak leirva. A differencialegyenletekkel leirt
modellekben nem kozvetleniil a kovetkezd allapotot jeldljiik, hanem egy
olyan fiiggvény derivaltjat hasznaljuk, amely meghatarozza az allapotvaltozo
valtozasanak nagysagat. A differencidlegyenletes rendszerek leirasa megadhato
egy strukturaként, ahol

DESS = (X, Y, S, £ 1)

ahol:

e X - bemenetek halmaza

e Y- kimenetek halmaza

e S -allapotok halmaza

e S x X — §-avaltozas mértékét leird fliggvény

e A: S — Y (Moore-tipus) kimeneteket leiré fliggvény

2.1. Kozonséges differencialegyenlet (ODE)

A differencialegyenletek gyakori eszkozei a valovilagbéli folyamatok leirasa-
nak, ezért a folytonos modelleket tobbnyire ezek segitségével lehetséges leirni.
Az ilyen modellek vizsgalataval a kozonséges (Ordinary Differential Equation),
illetve parcialis differencidlegyenletek elmélete foglalkozik.

A differencialegyenlet-modellek esetében egy derivaltfiiggvényt hasznalunk
az allapotvaltozok valtozasi sebességének megadasara. Az idétengely barmely
adott idépontjaban, adott allapot és bemeneti érték esetén, csak az allapot
valtozasanak sebességét ismerjiikk. Ebbol az informaciobol kell kiszamitani
a jovobeni, barmely idépontban bekdvetkezd allapotot.

Ennek a kérdésnek a megvitatasahoz tekintsiik meg a legelemibb folytonos
rendszert — az egyszer( integratort (lasd (2.1)). Az integratornak egy bemeneti
valtozdja x(t) és egy kimeneti valtozoja y(z) van. Ugy képzelhetjiik el, mint
egy végtelen kapacitasu viztarozot. Barmi keriil a tarozoba, az felhalmozodik,
viszont egy negativ bemeneti érték csokkenti a tarold tartalmat. A tarozo
kimenete az aktualis tartalma. Amikor ezt egyenlet formajaban akarjuk kifejezni,
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sziikségiink van egy valtozora, amely az aktualis tartalmat jeloli. Esetlinkben ezt
az s(t) allapotvaltozo reprezentalja. Az x(t) aktualis bemenet a tartalom aktualis
valtozasanak sebességét jeloli, amit a kdvetkezd egyenlet fejez ki

ds(t)
e =X (2.1)

ahol az y(t) kimenet megegyezik az aktualis y(t) = s(t) allapottal.

Befolyo viz: x(t)
\ <

Vizszint: s(t)

<+

2. Abra — Egy tarolé modell és annak dbrizoldsa

A folyamatos idejli rendszerek altalaban tobb allapotvaltozo segitségével fe-
jezhet6k ki. A derivaltak az allapotvaltozok egy részének, vagy mindegyikének
fiiggvényei. Legyenek s, s,,..,, 5, az allapotvaltozok és x,, X,,.., X, a bemeneti
valtozok, igy a folytonos idejii modellt elsérendii differencidlegyenletek hal-
maza alkotja

§,(8) = £, (5, (S, (8), X, () X, (1))
3,0 =1, (5, (05, (0, X, (O, x,, (1))

$ () =f (s, (t).. s, (t) x, (). X, (t) (2.2)
ahol s, jeloli ds/dt-t. A tomorebb jelolés érdekében az allapotvaltozokat
csoportositjuk s(t) £ [s,(t),...s (t)]" allapotvektorba. Hasonloképpen, a bemene-

ti valtozok irhatok az x(t) £ [x, (t),...x_(t)] bemeneti vektorba, igy az egyenle-
tek a kovetkezoképpen irhatok fel:

$, ) =1, (s(t), x(1))
$,(9 =1, (5(t) x(1)

§ (0 =f, (500, x() 23)
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Az egyenletben szerepld f, fiiggvények egy f = [f, ...f, | vektorfiiggvénybe is
csoportosithatok, igy megkapjuk az ODE-k klasszikus allapotegyenlet-abra-
zoldsat:

$(8) = f(s(8), x(1)) (24)

A legtobb folytonos idejii modell egyenlet formajaban irhatd le, amely nem
ad explicit értéket a s(t) allapotra bizonyos id6 elteltével. Igy ahhoz, hogy
az allapot trajektoriakat megkapjuk, az ODE-t meg kell oldani. A probléma
az, hogy az egyenlet megoldasa nemcsak nagyon nehéz, hanem egyes esetek-
ben lehetetlen is lehet, mivel csak nagyon kevés ODE-nek van analitikus
megoldasa ismert fiiggvények és kifejezések formajaban. Ez az oka annak,
hogy az ODE-ket altalaban numerikus integracios algoritmusokkal oldjak
meg, amelyek kozelité megoldasokat adnak (Mathews & Fink, 1999).

2.1.1. Populaciés modellek

Mivel a vilag egyre népesebb, a kérdés, hogy ,.,hany embert képes eltartani a Fold,
¢és milyen feltételek mellett?”, legalabb olyan siirgetévé valik, mint amikor
Malthus (1798) a XVIII. szazad végén felvetette a kérdést az ,, An Essay on the
Principle of Population” c. kdnyvében. A tilnépesedés kérdésének torténelmi
,,;megoldasai” két alapfeltevésen nyugodtak: el6szor is, hogy a népességndveke-
dés allandod, egy fore jutd pozitiv aranyai mellett a népesség exponencialisan
novekszik, vagyis népességrobbanas figyelheté meg; masodszor, hogy az erd-
forrasok korlatozottsaga sziikségszertien szabalyozza az ilyen robbands mérté-
két. Mindkét feltételezés hasznossaga és érvényessége természetesen korlato-
zott, mivel a kdrnyezet, amelyet gyakran ,.eltartoképességnek” neveznek, nem
marad allandd. Az egy fére jutd népességndvekedési ratak nem allandok, hanem
a valtozo kornyezet fiiggvényei. A népességdinamika hasznos (mind gyakorla-
ti, mind elméleti szempontbdl) elméletének kialakitdsaban korlatozd tényezd
az, hogy az elméletalkotok nem képesek olyan modelleket és keretrendszereket
biztositani, amelyekben a kornyezet plaszticitdsa érvényesiil. Cohen példaul
megjegyzi, hogy a tizennegyedik szdzadban a fekete halal, a bubdpestis egy
formdjanak ismételt hulldmai, valamint a haboruk, a stlyos adok, a felkelések
¢és a rossz, néha rosszindulati kormanyok a becslések szerint az Indidban és
Izlandon €16 lakossag egyharmadat meg6lték, és hogy Mezo-Amerika lakossaga
a tizenhatodik szdzadban talan 80-90 szdzalé¢kkal csokkent. Az ilyen rovid tavi,
¢les csokkenések ellenére azonban, a vilag népességének nagysaga valdjaban
az Oskor ota folyamatosan nétt, bar nem allandé titemben.
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Az Osszetett demografiai folyamatok altal felvetett kérdéseket és kihivasokat
matematikai modellek segitségével lehet gyakorlati és koncepcionalis mdédon
kezelni. A modellek akkor lehetnek kiilonosen értékesek, ha a demografusokkal,
szociologusokkal, kdzgazdaszokkal és egészségiigyi szakértokkel valo egyiitt-
miikddés all a modellépités kdzéppontjaban. Az egyszerli modellek természe-
tiiknél fogva nem képesek a fentickben leirt tényezék koziil egyszerre sokakat
figyelembe venni. Azonban gyakran hasznos meglatasokkal szolgalnak és segitik
az Osszetett folyamatok megértését. Az egyszerli modellek elérejelzésre vald
hasznossaga korlatozott, és hasznalatuk gyakran félrevezetd eredményekhez
vezethet a ,,feketedoboz” felhasznaloinak kezében. Az olyan egyszer(i népesedési
modellek, mint a Malthus-féle (exponencialis) és a Verhulst-féle (logisztikus)
modellek természetes kiindulopontot jelentenek a demografiai folyamatok ta-
nulmanyozasaban. F6 szerepiik itt az, hogy segitsenck megérteni a tarsadalom-
és természettudomanyok alapvetd, idealizalt demografiai jelenségeinek di-
namikajat (Brauer & Castillo-Chavez, 2012), (Kmet', Modellezés és Szimulacio
2020, 2018) (Kmet, Modellezés és szimulacio elmélete és eszkozei, 2021),
(Kmet’, Mathematical Modelling and Simulation of Biological Systems, 2005).

2.1.a. Példa - Exponencidlis novekedés modellje

Legyen
$=9(s)s(t)

ahol g(s) jeloli a ndvekedési ratat, melyet allandonak (konstans) tekintiink és
tovabbiakban r-rel jeloljiik, valamint s(t) jelenti a populacié nagysagat t idoben.
A ndvekedési rata kiszamithato a sziiletések és a halalozasok kiilonbségébdl.

r=g(s)=b-d
A végleges képlet igy
s =rs(t) (2.5)

ahol:

e s(t) - Populacié nagysaga

e r - Novekedési rata
or=b-d
o b - Sziiletések szama
o d - Haldlozasok szama
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Simulink modell:

o L (3

r Integrator Scope

3. Abra — Exponencidlis modell megvalésitisa Simulink-ben

Szimulacio kimenete r = 0.1 és s(0) = 2 esetén:

45
40

e s
th =
T

Populicio nagy siga
- K

[=] Lh
—

0 5 10 Is 20 2 30

4. Abra — Exponencidlis modell szimuldciéja

2.1.b. Példa - Logisztikus novekedés modellje

Az exponencialis ndvekedés modelljének megvannak a felhasznalasi teriiletei,

azonban szamos alkalommal nem realis adatokat k6zol. Ennek a problémanak
a feloldasara vezetjiik be az R(s) regulacios faktort.

s
Ris)=1-% (2.6)
R(s) tulajdonsagai:
*R(s)=1,has=0
*R(s)>0,has<K
*R(s)=0,has=K
*R(s)<0,has>K

ahol K jeloli a kapacitast.
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Az exponencialis egyenlet kibovitve a regulacids faktorral vagy eltartoképes-
séggel:

s=r-s-R(s)
A behelyettesités utan a mar jol ismert format kapjuk:
) s
s= rs(l - 7) (2.7)

Simulink modell:

0.1 I—>x 1 J

) N
r 1 >+ Product Integrator
Constant —
Subtract
Ll x
10 » +
K Divide

5. Abra — Logisztikus novekedés modell megvalésitdsa Simulink-ben

Szimulacio kimenete r = 0.1, K = 10 és s(0) = 2 esetén:
10

9

Populacio nagy saga

0 10 20 30 40 50 60 70
Id6

[ o]

6. Abra — Logisztikus névekedés modell szimuldcidja
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2.1.c. Példa - Logisztikus novekedés modellje T idéeltoldssal

Eddig a folytonos populaciés modellek tanulméanyozésa soran azt feltételeztiik,
hogy s(t), a populacié méretének novekedési iiteme egy adott t iddpontban
csak az s(t)-t6l fiigg. Vannak azonban olyan helyzetek, amikor a novekedési
rata nem reagdl azonnal a populacié méretének valtozasara. Ha feltételezziik,
hogy az $(t)/s(t) kapacitasonkénti novekedési rata az s(t-t) fuggvénye,
ahogyan ez példaul egy olyan populacié modellezésénél lehetséges, amelynek
taplalékellatasdhoz 7 idére van sziikség, egy olyan modellhez jutunk, amely
a kovetkez6 formaju:

m=2,M=5 (2.8)

Simulink modell:

0.1

X -
s

[N L5
—p

r 1 + | Product Integrator  Scope

Constant Subtact
gRiAE
Transport +
10 Delay Divide

K

7. Abra — Késletetett logisztikus névekedés modell megvaldsitisa Simulink-ben

A szimulacié kimenete m =2, M = 5 esetén:

16

Populicié nagy siga
o ® © N &
T r . r r

o
T

2 1 Il 1 ]
0 50 100 150 200
1dé

8. Abra — Késletetett logisztikus novekedés modell szimulécidja
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2.1.d. Példa - Predacio modell (Lotka-Volterra)

Az 1920-as években Vito Volterrat megkérdezték, hogy lehetséges-e magyaraza-
tot talalni az Adriai-tenger haldllomanyaban megfigyelt ingadozasokra, ame-
lyek a halaszokat nagy aggodalommal t5ltotték el, amikor a halallomany ala-
csony volt. Volterra (1926) megalkotta azt a modellt, amely Lotka-Volterra-
modell néven valt ismertté (mivel A. J. Lotka (1925) koriilbeliil ugyanebben
az idében egy masik kontextusban hasonlé modellt alkotott), és amely azon
a feltételezésen alapult, hogy a halak és a capak ragadozo-zsakmany viszonyban
allnak egymassal.

Feltételezziik, hogy a zsadkmany ndvekedése a ragadozo nélkiil exponencialis.
A ragadozd megjelenésével a zsakmany populacidja lecsokken, majd ezt ko-
vetden a kevés élelem miatt a ragadozoé is. Mindez folytatodik periodikusan.
Lehetséges kimenetelek lehetnek még az egyes fajok, vagy csak a ragadozo faj
kihalasa. Az ezt leird modell:

m=5,M=15 (2.9)

ahol:

* s,-I-edik populacio egyedszama

* r,—i-edik populéci6 névekedési rataja (i = 2 esetén ez a zsakmany haszno-
sitdsanak a mértékét jelzi)

e a - Aragadozé populacié zsdkmanyra gyakorolt hatasa

¢ (3 - Ragadozdk halalozasi rataja

Simulink modell:

o
Il s 8

r_1 |
> ‘ Subtract s_1_der
. » ox
alph:
p ¢ b_ @
Product
.
>
o
>
>

D 2
= Product i =
r_
. ‘ Subtract 5_2_der
1 E

beta
Product

9. Abra — Preddcié modell megvalésitisa Simulink-ben
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Szimulacid kimenete r,= 1, r,= La=1,6=1, s, = 1, s,= 2 esetén:

in

Populdcio nagysiga

0.5

Idé

10. Abra — Preddcié modell szimulécidja

2.1.e. Példa - Kompeticio modell

A fajok versengésére vonatkozo klasszikus kisérleti eredmény a G. F. Gause
(1934) altal megfogalmazott, kompetitiv kizaras elve, amely szerint két,
ugyanazon forrasért versengd faj nem létezhet egymas mellett. A kisérleti
bizonyitékok némileg kétértelmiiek, és jelentds kétségek meriilnek fel az elv
egyetemességét illetden. Ebben a modellben két egymasra kdzvetleniil nem
artalmas faj viselkedését vizsgaljuk. Mindkét populacié ugyanazon eréforrasért
vetekszik, mivel ez a tilélésiik zaloga. Kozvetve a két faj hat egymasra, ugyanis
a populécidjuk nagysagaval az eréforrasigényiik is nd. Ugyanezen eréforras-
ért harcol mindkét faj. Ennek egy lehetséges felirdsa a logisztikus ndvekedés
modelljét alapul véve az alabbi:

K -s -as
1 °1 2
5518, K1
K,-s,-ps, (2.10)
5,515, K.

* s, - i-edik populdci6 egyedszama

o r,—i-edik populaci6 névekedési ratdja

e a - A masodik populaci6 elsére gyakorolt hatasa
e [5 - Az els6 populacié masodikra gyakorolt hatasa
* K - i-edik populdci6 kapacitasa
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Simulink modell:

0.8

r_1 s_1_der

hI
vy |

X
° " ()
K_1 <+
08 - 02 X l
e+
Beta r2 s_2_der
X
15 . -
K_2

11. Abra — Kompeticié modell megvalésitisa Simulink-ben

Szimulacié kimenete r,= 0.8, K, = 5, r,= 0.2, K,= 15, a = 0.5, = 0.8, 5, = 2,
s,= 0.5 esetén:

Populacio nagy saga

0 10 20 30 40 50
Idé

12. Abra — Kompeticié modell szimuldcidja
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2.1.2. Lorenz attraktor

A modell, folyadékban lebegé részecskék helyzetét ragadja meg. A részecskét
a fold alulrol melegiti, igy az felfelé szall, majd fent lehil és leereszkedik. A mo-
dell egy kétdimenzios folyadék/gaz-cella fizikai folyamatainak leegyszertsitése,
amiben csak 3 valtoz6 mennyiség van. Ezek koziil az egyik a hdaramlas altali
koriilfordulas intenzitdsa (x), a masik ketté pedig a vizszintes és fliggdleges
hémérsékletvaltozas (v €s z). A modellt tehat egy haromdimenzids, nemlinearis,
determinisztikus, kozonséges differencialegyenlet-rendszer adja meg (Gyenge,
2010):

x=o0(y-x)

Y=rXx-y-Xxz
z=xy-bz (2.11)

Az egyenletrendszer harom paramétere a o Prandtl szam, az r Rayleigh szam
€s a b paraméter, ami a rendszer méretét szabalyozza.

Simulink modell:

10
Sigma + LP

x L -
4»_ s
Subtract Product x_der
+—P
X
28 * 1
Product - 5 Mux |  out.lorenz
r -
> x Subtract y_der
‘ Product
7
—>
X »l+ 1
Product - s
Subtract z_der
X
8/3

Product

13. Abra — Lorenz attraktor megvalésitisa Simulink-ben
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MATLAB kéd:
1. Forrdaskéd — Lorenz attraktor szimuldcio adatainak megjelenitése

1 close all, clc

2

3 x = out.lorenz.data(:,1);
4 y = out.lorenz.data(:,2);
5 z = out.lorenz.data(:,3);
6

7 plot3(x,vy,z)

8 xlabel x

9 ylabel y

10 zlabel z

11

12 grid on

Szimulacio kimenete:

% 15 20 -30

14. Abra — Lorenz attraktor szimuldciéja
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2.1.3. Kocsi modellek

A fizikai jelenségek modellezése kiemelkedden nagy figyelmet kapott az idok
soran. Ezen modellek megléte nélkiil nem szallhattunk volna a Holdra, nem
allithatnank miholdakat Fo6ld koriili palyara, vagy nem lehetne tavolsagkdvetd
tempomat az autdinkban. A kovetkezOkben tekintsiink meg néhany ilyen tech-
noldgia alapjaul szolgalé modellt (B. Dabney & L. Harman, 2004) (Kmet,
Modellezés és szimulacio elmélete €s eszkozei, 2021).

2.1.f. Példa - Egyszerii kocsi modell

Tegyiik fel, hogy a csillapitasi egyiitthatd ¢ = 1 kg/m, a rugdalland6 k = 2 kg/m
és a kocsi tomege m = 5kg. A rendszerbe nincsenek bemenetek. Modellezni
fogjuk a kocsi mozgasat, feltételezve, hogy alapvetéen 1 méterre eltér az
egyensulyi allapotatol.

Annak érdekében, hogy modellezziik a rendszert, sziikséges a mozgas egyenletét
felirni. A newtoni megkdzelitést hasznalva megfigyelhetjiik, hogy vizszintes
iranyban két er6 hat a kocsira: rugderd és a surlodasi erd. A rugoerd kxa strlodasi
erd pedig cx.

x - tavolsag
X - sebesség
X - gyorsulas

(2.12)
mX=-cx-kx
. —cx-kx
k=
/ ¢ —> X
=
/
k
/|
/

SSS S S S SSSSSST

15. Abra — Egyszerii kocsi modell

24



Simulink modell:

-—
YYY

Yol
1 >
_’__

[ N > X

; > . >
2 > Gyorsulas Sebesség  Tavolsag
k
5
m

16. Abra — Egyszerii kocsi modell megvalésitisa Simulink-ben

Szimulacio kimenete c =1, k=2, m=5,x(0) =1, X (0) = 0 esetén:

1 ——— Tavolsag

051

041
02r

E

0.2

-0.6
02 7 ey ~——— Gyorsulds

04Y i ! . : .
0 10 20 30 40 50

17. Abra — Kocsi modell szimuldciéja
2.1.g. Példa - Kocsi modell kiilsé eréhatdssal

Az alabbi modell megegyezik az elézdvel, csak kiegészitjiik a kocsira hatd
vizszintes iranyt Ferével. Tegyiik fel, hogy a rendszer alapvetden egyensulyi
allapotban van (x = 0, x = 0), és a kényszerit funkcid egy ,,Step” bemenet,
amely 1 kg.



mX =F-cx-kx
. F-oX -kx (2.13)
X = m

1]
2
k

NONSNNN

o0
/S SSSSSSS

18. Abra — Kocsi modell kiilsé erdhatdssal

Simulink modell:

\E‘

o5

o
v
b
"l
+ 1
Yy
E3
A 4
B | —

2 > Gyorsulas  Sebesség  Tavolsag
k J_

2 Step

m

19. Abra — Kocsi modell megvalésitasa kiilsé eréhatdssal Simulink-ben

Step miikodése:

» ()

I

Step
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20. Abra — Step blokk miikédése
Szimulacié kimenete c=1, k=2, m=2,x(0) = 0, X(0) = 0 esetén:

0.8

06} —— Tévolsag
0.4+
02
0
0.4
02
0
0.2
04+
02F
02} . | . . .
0 5 10 15 20 25

21. Abra — Kocsi modell kiils6 eréhatdssal szimuldcidja

2.1.h. Példa - Kocsi modell rakétaval

A kovetkezékben nem rogzitjiik a kocsit, egy szabad palyan futhat. Helyezziik
le egy tetszéleges helyre. Cél, hogy a kocsit eljuttassuk a 0 poziciéba. Ez ak-

kor fog teljesiilni, amennyiben a pozicidja ¢és a sebessége is egyidoben 0-hoz
tetszOlegesen kozel vannak.
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A modell megalkotasat az el6zékhez hasonldan 2 db ,,integrator” blokk lehe-
lyezésével kezdjiik. Az els6 integrator blokk bemenete a sebesség lesz. A gyor-
sulas mozgasegyenleténck megoldasa: X = mF

Adjunk egy ,,Gain” blokkot hozza, hogy megszorozzuk a motor erejét 1/m-el.
A ,,Gain” blokk bemenete F, a motor ereje lesz. A motor ereje F = 1.0, ha a gyorsulas
és az elmozdulas Osszege negativ és -1.0, ha az osszeg pozitiv. Epithetiink egy
megfeleld ,,bang-bang” kontrollert a ,,Sum” és a ,,Sign” blokkokat felhasznalva.

A ,,Sign” blokk kimenete 1.0, ha a bemenet pozitiv ¢s -1.0, ha az input negativ,
valamint 0.0 ha a bemenet 0.

F—
= - E—

ST

22. Abra — Kocsi modell rakétaval

]

Simulink modell:

YYY

" = - il

4
Sign i oM
Gyorsulds  Sehesség  Tavolsag

Tl L
j

+ g S
> ul Add ; —
elational " :
AB& 0001l Operator Stop Simulation

Const

23. Abra — Rakétds kocsi modell megvalésitisa Simulink-ben
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Szimulacio kimenete m = 5, x(0)=5, % (0)=0 esetén:

o2r

'0‘2 L | L L 1 J
0 5 10 15 20 25 30 35 40

24. Abra — Rakétds kocsi modell szimuldcidja
2.1.i. Példa - Tempomat modell

A kovetkezdkben legyen a cél egy olyan rendszer megalkotasa, mely képes egy
auto sebességét bizonyos értékek kozott tartani.

Az alabbi aut6 egyenesen halad egy emelked6én. Harom kiilonb6z6 erd hat
az autora: az emelked6hoz képest vizszintes irdnyban a motor altal produkalt
huzéerd (vagy fékezd erd, ha negativ) (F,), a kdzegellendllas (F, ), és a sulyerd
tangencialis komponense (F, ). Alkalmazva Newton masodik torvényét, az auto
mozgasegyenlete az aldbbi:

mx=F-F -F, (2.14)

25. Abra — Tempomat modell
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ahol m az aut6 tdmegét jelzi €s ¥ pedig a megtett tavot. F, alulrdl és feliilrdl is
korlatozva van. A felsé korlat az a maximalis erd, melyet a motor, a kerék altal
a fold irdnyaba tud kifejteni, az als6 pedig a maximalis fékezési erd. Feltételezni
fogjuk, hogy - 2000N < F, < 1000N, ahol N a Newton mértékegyseget jeloli
¢s az auto sulya 1000 kg.

F,=(x,,- %) ahol F,e[-2000, 3000]
F = 0.01(% + 20sin(0.01t))?
F, = 30sin(0.0001x) (2.15)

ahol:

* F -huazoerd

* F_-kozegellenallas

* F, - astlyerd tangencialis komponense
e m - auto tdmege

Simulink modell:
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| Minkmum
R H
Gyorsulas Tavolsag
ey bt “Fw
F_w
M=, 1 Th
1

26. Abra — Tempomat modell megvalésitdsa Simulink-ben

Unlimited value l

> min »
@S- >
Maximum Limited value
[&D;
Minimum

27. Abra — Ertékek limitdldsa
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0.01
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Clock X

0.01
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28. Abra — Autéra haté aerodinamikai erd

=1
< e
’—D

A 4

™ Fh
—
X X .
Y P sin
0.0001 : Sin

29. Abra — A gravitdcié tangencidalis komponensei

120 -+
> —
X poz ‘ Fe

K_e
D,

xl

30. Abra — Motor és fékerd

Szimulacio kimenete m = 100, x(0) = 0, X (0) = 0 esetén:
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31. Abra — Tempomat modell szimulécidja
2.1.j. Példa - Forditott inga egyensulyozdsa kocsin

Vegyiik alapul az eldzéekben hasznalt rakétas kocsi modellt (2.1.h.) annyi
kiegészitéssel, hogy a tetejére felhelyeziink egy ingat, melynek a szara merev.
Cél, hogy az ingat egyenstilyozzuk a kocsi tetején.

A rendszer bemenete a vizszintes erd (u), amely hat az M tomegii kocsira. Az inga
szabadon forog surlodas nélkiil az oldal sikjaban. Az inga hossza /, a tomege pedig
(m). Feltételezziik, hogy a suly a végén koncentralodik. Ennek a rendszernek
a kocsi elmozdulasara és az inga szogére vonatkozo mozgasegyenlete az alabbi:

u_, M |"_.,

LSS

32. Abra — Forditott inga egyensiilyozdsa kocsin
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(M+x) % - ml6? - ml@ + mlfcos6 = u
m#& cos@ + mlf = mgsin@

mlé” sin@ - mgsinOcos6 + u
M + msin? 6
f= - ml6? sinfcos6 - mgsind + ucosd — Mgsin®
N I(M + sin? 6) (2.16)
u=K, [J x,.,~ X()at)

kx+k,x +k,0+k0

Simulink modell:
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33. Abra — Kocsin egyensiilyozé forditott inga modell megvaldsitisa
Simulink-ben
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34. Abra — Kocsin egyensiilyozé forditott inga modell alrendszere



2. Forrdskod — x _dotdot fiiggvény

1 function x dotdot = fcn(theta, theta dot,u)
global m 1 g M
3 x dotdot = (m*l*theta dot”2*sin(theta) -

m:g*sin(theta)*cos(thgta)+u)/(M+m*sin(theta)A2);

4 end

3. Forrdskod — theta dotdot fiiggvény
function theta dotdot = fcn(theta,theta dot,u)

global m 1 g M

3 theta dotdot = - (m*l*theta
dot”2*sin (theta) *cos (theta) -
m*g*sin (theta)+u*cos (theta)-M*g*sin (theta))/
(1* (M+m*sin (theta) "2));

4 end

Szimulacio kimenete m=0.1,1=0.5,g =9.8, M = 2,x(0) = 0,%(0) = 0,0 =0,
6=0 esetén:

il Kocsi helyzete 2 [ —— Kocsi sebessége |
1
0
0.2 Inga helyzete 05t | Inga sebessége |
0 0
02 i ; | 0B - i
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

35. Abra — Forditott inga egyensilyozdsa kocsin modell szimuldcidja

2.1.k. Példa - Csillapitott inga
A kovetkezékben egy csillapitott ingat modelleziink. Az inga egy fix pontban

van felfliggesztve. A rugalmatlan kotél hosszat jeldlje 1. Tegyiik fel, hogy az inga
tomege pontszeriien a kotél végére 6sszpontosul, melyet m-el jeldliink. Ahhoz,
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hogy az inga ne a két végallasa kozott mozogjon a végtelenségig, fékezziik
az ingat a c-vel jelolt csillapitasi egylitthatoval. Cél, hogy a csillapitast tigy
allitsuk be, hogy az inga minél hamarabb megalljon. A modell felépitését a 36.
Abra szemlélteti.

I
I
I
N
I
I
36. Abra — Csillapitott inga

6= £ 6-Y9sino

“mE (2.17)
Simulink modell:
! 1
c ]
1 | i ki - L’,
X >+ x
m 2 | ™ > B .
g 98 [ L z
x
1 o, theta_dot theta
g >
| .
| ] —m sin ——
1

37. Abra — Csillapitott inga megvalésitisa Simulink-ben

Szimulacio kimenetec=1,/=1,m=1,g=9.8, 0 =0, 6= lesetén:
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38. Abra — Csillapitott inga szimuldcidja
2.1.1. Példa - Kosarlabda elkapdsa

A kovetkez6kben egy egyenes vonalon halado kocsira szerelt kosarlabda pa-
lankba szeretnénk beletalalni, egy kosarlabdaval. A labdat egy agyubol 16jiik ki.
A cél, a megfeleld kilovési erd és szog meghatarozasa.

A kocsi mozgasegyenlete

(2.18)
ahol:
e F=20N, x<5m/s
e =0, x25m/s
» m_-akocsi tomege.
A labda kilovési sebessége 15m/s a labdara hat a stlyerd, valamint a kozeg-
ellenallas. A labda kezdeti magassidga 0.5m-rel a kosar felett van. Vizszintes
iranyban (z koordinata) a labda mozgasegyenlete

Z=-F, cosf/m, (2.19)
¢s a fliggdleges iranyban (h koordinata)

h=g- F,sin6/m, (2.20)
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amig a labda felfelé repiil, addig a mozgasegyenlet mh = mg +F ', sinv, mert
a kozegellendllas a mozgassal ellentétes iranyban hat. Amikor a labda mar
taljutott palyaja csticsan és lefelé zuhan, akkor a mozgasegyenlet mh=mg - F P
sinv, ahol F, az kozegellenallas

1
F,=5C,A,pv (2.21)
¢és v a labda sebessege, C, ellenallasi egyiitthato legyen 1.0, 4, a 0.15m sugart
labda keresztmetszetének a teriilete, és p a levegd siirlisége (1.224kg/m’). 6 a

labda pillanatnyi repiilési szoge €s v, a labda kezdeti sebességénak a vizszintes
sikkal bezart szoge.

6 =tan’ (h/z) (2.22)

39. Abra — Kosdrlabda elkapdsa

- 1 Jlil

Simulink modell:

>

>z
>3
Data aut to Workspace

¥_dot

EHol  OemE

ball_mass z_dot z »

i S o0t TLFd |
- =iy :
1 >

theta + |
. IS R R

=] , - L |
) 0 orE

40. Abra — Kosdrlabda elkapds modell megvalésitdsa Simulink-ben
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cart_mass
Lyl

x_dot_max | x
— XD

o
@ »- =R . J’

>
>+

41. Abra — Kosdrlabda elkapds modell alrendszere - 1

@ |

z_dot

—p atan

theta

42. Abra - Kosdrlabda elkapds modell alrendszere - 2

Cd

St

o < M
@ .|

Z_dot
43. Abra — Kosdrlabda elkapds modell alrendszere - 3

@ @

E—
Mux
2 >

@

44. Abra — Kosdrlabda elkapds modell alrendszere - 4

—»{ out.simout
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MATLAB kod paraméterek beallitasara

4. Forraskod — Parameéterek bedllitisa

clear all

clear all

F0=20;cart mass=2;
x dot max= 5;
t0=0;tf=50;h=0.1;
ro air=1.224;Cd=1;r ball=0.15;
A ball=pi*r ball”2;
ball mass=0.4;

0 g=-9.8;v0=5;

1 theta 0=pi/5

H P O 00 J o U w N

Szimulacio kimenete:

) —xao —]
2
2
0 0
4
5 z dot —z
4.5
2
4
35 L " .0
4 1
: . =
-2
-4 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

45. Abra — Kosdrlabda elkapds szimuldciéja



5. Forraskod - Kosarlabda elkapds vizualizdcio algoritmusa

1 close all

2

3 %Read data from Simulink
4 t = out.simout.data(:,1);
5 X = out.simout.data(:,2);
6 z = out.simout.data(:,3);
7 h = out.simout.data(:,4);
8

9 hold on

10 $Draw default lines

11 plot ([0 41,[0 0], 'k")

12 plot ([0 O0],[-0.2 1], 'k")
13

14 %$Draw ball and cart

15 for i=1:length (t)

16 plot(z(i),h (i), "r*")
17 plot(x(i),0, "b*"

18 pause (0.1)

19 end

20 hold off

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

46. Abra — Kosdrlabda elkapds vizualizdcidja
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2.2. Parcialis differencialegyenletek (PDE)

A PDE (Partial Differential Equation) tobbvaltozds fiiggvényeket és ezek par-
cialis derivaltjait tartalmazé differencialegyenlet. A PDE-k joval bonyolultabb
szamitasokat igényelnek az elézéekben targyalt ODE-khez képest, ezért gyak-
ran szamitogépen végzik a megoldasukhoz sziikséges kozelitd szamitasokat.

2.2.1. Diffuziv folytonos térmodellek
A részecskék szama az x = a és x = b helyzet kozott a kdvetkezo

Z(t) =fbu(x, t)dx (2.23)
A részecskék szamanak valtozasanak mértéke az aramlas kiilonbség J(x,t) értékei

k6zott x = a és x = b esetén.
aZ(t)
ot

=J(a, t)-](b v (2.24)

Az egyenletek kombinalasaval a kovetkezoket kapjuk:
b
%fu(x, t)dx =]J(a, t) - (b, t) (2.25)

Jol ismert, hogy az aramlas

—d2 6u Xt
(2.26)
0? t
J(a, t)-](b, t) = fdz ( ) dx
Tehat megkapjuk, hogy
du 0*u
o - d? o (2.27)
Nézziik meg az egydimenzios parabohkus differencialegyenletet
dJu o,
o - =d 6 B +f(x t u) (2.28)

aholasxsbéststs S f(x, t) pedig az x helyen és t idépontban tér-
fogategységenként 1étrehozott vagy megsemmisitett részecskék szama. A kez-
deti és peremfeltételeket a kovetkezd formaban kell megadni: haaz a sx < b és
t = t,, a megoldasnak egy specialis u, fliggvény esetén u(x, t,) = u,(x) értéknek
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kell megfelelnie. Azx=aeést st=< t, esetén a megoldasnak meg kell felelnie
a peremfeltételnek.

Dirichlet peremfeltétel:
u(a, t)=g,(t) ésu(b, t) =g, (t) (2.29)

Newmann peremfeltétel:
du(a,t) _ Ou(bt) _ )

ox ox (2.30)
Robin peremfeltétel:
p (ot u) g, () 21T =g
du(b, t
Py(xbu)*a, (51 % =0 (231)

2.2.2. Parcialis differencidlegyenletek numerikus megoldasa

Figyeljiik meg a kovetkezé egydimenzids parabolikus differencidlegyenletet

ou_ , 0°u
o~ ¢ o Tt Y (2.32)

aholasxsbéststs t. A kezdeti és peremfeltételeket a kovetkezd formaban
kell megadni: ha a < x < b és t = t,, a megoldasnak egy specialis u, fliggvény
esetén u(x, t)) = u, (x) értéknek kell megfelelnie. x = a és ;s t < t, esetén
a megoldasnak meg kell felelnie a kdvetkezd feltételeknek

ua, =g, (¢
ub, =g, (0 (233)

Tegyiik fel, hogy az R={(x, t):asxsb t)st< tf} téglalapot (n-1) x (m-1)
téglalapokra osztjuk, amelyeknek Ax = h és At = k oldalai vannak. Kezdjiik
az als6 sorban, ahol t = t,, a megoldas pedig u(x,, t,) = u,(x,). A modszer
az u(x, t) kozelitéseinek kiszamitasara, az egymast kovetd sorok {u(x,, t}) i=1,
2,.., n} racspontjaiban, a j = 1, 2,...,, m esetekben keriil kidolgozasra.

Azu, (x t) ésu_ (x t) kiilonbségképletei a kovetkezok:

u, (1) = ulx, t+ I]? - u(x, t)+ (k)
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u(x-h,t)-2ux t) +u(x+h, t)

u, (5 6)= x s o) (2:3%)

A racsok tavolsaga minden sorban egységes: x, = X,,,

A racsok tavolsaga minden oszlopban egységes: t,= tj+k
Ezutan elhagyjuk az O(k) és O(k?) kifejezéseket, és az u,, kozelitést hasznaljuk
az elézé egyenletekben, amelyeket behelyettesitve az eredeti egyenletbe meg-
kapjuk a kdvetkez6t:

u. —u,. u . -2u+u. ..
IJI:'I ij=? il hzu itj 4 kfI.J. (2.35)

ami kozeliti az eredeti egyenlet megoldasat.

Az egyszerliség kedvéért bevezetjiik az r=d? k/h? helyettesitést, és az eredmény
az explicit forward-differencialegyenlet lesz
U= (1- 2r]ui,j+ r( u,* um’j) + kf,-,j (2.36)

Az egyenletet a (j+1)-edik sor létrehozasara hasznaljuk a racson, feltételezve,
hogy a j-edik sorban 1évé6 kozelitések ismertek. Megfigyelhetd, hogy ez a képlet
kifejezetten megadja az ”, » értéket az u, o Uy és U, fiiggvényében. A képletet,
egyszertisége teszi vonzova. Fontos azonban, hogy olyan numerikus technikakat
hasznaljunk, amelyek stabilak. Ha a szdmitasok szakaszaban elkovetett hiba
végiil elenyészik, akkor a modszert stabilnak nevezziik. Az explicit forward-
differencialegyenlet akkor és csak akkor stabil, ha r € [0,1/2] intervallumra
korlatozodik. Ez azt jelenti, hogy a k 1épésméretnek, eleget kell tenni a k < h?/
(2d?) feltételnek.

6. Forraskod — Forward-differencidlegyenlet fiiggvény

function U = forwdif (£, cl, c2, a, b, d, n, m)

% Bemenet - u0 = u(x, 0) mint karakterlanc 'u0’'

3 % - a és b a jobb oldali végpontjai a [0,a] és [O,
b]

4 $ - d &dllandd a hbéegyenletben

5 $ - n és m racspontok a [0, a] és [0, b] tertleten

6 % Kimenet- U megoldasi matrix

7 % Paraméterek és U inicializdlésa

8 h = a/(n-1);

9 k = b/ (m-1);
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10 r = d"2*k/h"2;

11 s = 1-2*r;

12 U = zeros (n, m);

13 % Peremfeltételek

14 U(l, 1:m) = cl;

15 U(n, 1:m) = c2;

16 % Elsé sor generaléasa

17 U(2:n-1, 1) = feval(f, h:h: (n-2)*h)?"%

18 % Az U héatralevd sorainak generdlésa

19 for j = 2:m

20 for i = 2:n-1

21 Uu(i, j) = s*U(i, j-1)+r*(U(i-1,
J-1)4+U0(i+1, J-1));

22 end

23 end

24 U =10";

25 end

A Crank-Nicolson modszer

A John Crank és Phyllis Nicolson altal kitalalt implicit rendszer a
du 0*u 2.37
ot =& g Hxtu) (237)
egyenlet megoldasanak numerikus kozelitésén alapul az (x, t + k/2) pontban,
amely a racs sorai kozott helyezkedik el. Konkrétan, az u, (x, t + k/2) esetében
hasznalt kozelités, a kdzponti differencia képletbdl szarmazik:

u, (x, t+ 25) Suxtt ]’(‘) “ux Y L one (2.38)

Az u  (x, t+k/2) esetében hasznalt kdzelités azu  (x, t) ésu_ (x, t + k) kozelité-
sek atlaga, amelynek pontossaga O(h?) nagysagrendii:

u[x ¢ +25 =2—f12(u(x—h, L+ k) = 2ufs t+K) +ulx+ bt +K) +
+u(x-ht)-2u(x t) +u(x+h,t)) + O(h?) (2.39)
Az el6zd levezetéshez hasonlé moddon, az értékeket behelyettesitjik az e-

gyenletbe, és elhanyagoljuk az O(h?) és O(k?) hibatételeket. Az u,= u(xj, t].)
jelolést alkalmazva a kdvetkezd differencidlegyenletet kapjuk
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ui,j+1_ ui,j ” ui—],j+1_ Zui,j+1+ ui+1,j+1+ ui-l,j_ Zui,j+ ui+1,j K
= + .
k 21 fy (2:40)

A (2.40)-ben az r = d? k/h? helyettesitést is alkalmazzuk. Ezittal azonban a harom
»még kiszamitand6™ értekre - u, ., u,, ésu,, ., — kell megoldast talalnunk.
Ezt Ggy érjik el, hogy mindegyiket az egyenlet bal oldaladra helyezziik.
A (2.40) egyenletben szerepld tagok atrendezése az implicit differencialképle-
tet eredményezi

+(2+2r)u,

=(2-2r)u, +r[u U, +kﬁ,; (2.41)

1 1,j+1 1+1 1+1]+1 i-1j

i=2,3,..n-1-ig. A (2.40) egyenlet jobb oldalan 1év6 tagok mind ismertek. Ezért
a (2.40) egyenletek egy tridiagonalis linearis rendszert alkotnak: AX = B. A (2.40)
képletet néha az r = 1 arany alkalmazasaval hajtjak végre. Ebben az esetben
a t tengely mentén a névekmény At = k = h?/d?, és igy a (2.41) egyenletek is
egyszertisodnek, a kovetkezdképpen:

Uiz * 4ui,j+1 T Upgjer™ gyt Uiyt kai,j (242)

i =2, 3,..n-1-ig. A peremfeltételeket az elsé és az utolso egyenletben hasznal-

juk, azaz u+ “1}+1 c, ésu wjer= Cor A (2.42) egyenletet kiilondsen tetszetds
a tridiagonalis matrixa AX B tol
[ 4 -1 1T wyer | [ 2¢,+uy, +Kf,
-1 04 -1 0 Uy, u, + +kf3j
14 -1 Uy | = | Upr* up+1J+ K | . (243)
0 -1 4 -1 U g1 un-3,j+ un-l,j+ kfn-z,j
-1 4 U 1je1 un-2,1'+ 2C2 * kfn-l,j

A Crank-Nicolson-modszer szdmitogépes megvalositasaval, az AX=B linearis
rendszer kozvetlen modszerekkel, vagy iterativ eljardsokkal megoldhato.

7. Forraskod — Crank-Nicolson-mdadszer fiiggvénye

function U = crnich (£, c¢l, c2, a, b, d, n, m)
% Bemenet - f = u(x, 0) mint 'f ' karakterléanc
$ — cl = u(0, t) és c2 = u(a, t)

- a és b a jobb oldali végpontjai a [0, a] és [0, b]
- d 4dlland6é a heat equation

- n és m racspontok a [0, a] és [0, b] terlileten

~N o O w N

o0 o0 oo oo

Kimenet - U megoldds matrix
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

% Paraméterek és U inicializaléasa

h = a/(n-1);

k = b/ (m-1);

r = d*"2*k/h"2;

sl = 242/x;

s2 = 2/r-2;

U = zeros (n, m);

% Peremfeltételek

U(l, 1:m) = cl;

U(n, 1l:m) = c2;

% Elsé sor generdlésa

U(2:n-1, 1) = feval(f, h:h:(n-2)*h) ';

o)

% Megalkotja a fdatlot és a fdatlén kivili elemeket
% az A és a konstans B vector segitségével majd
megoldja

% az AX = B tridiagonadlis rendszert

vd(l, 1:n) = sl*ones(l, n);
vd(l) = 1;
vd(n) = 1;
Va = -ones(1l, n-1);
Va(n-1) = 0;
Vc = -ones(l, n-1);
Ve(l) = 0;
Vb (l) = cl;
Vb (n) = c2;
for j = 2:m
for i = 2:n-1
Vb(i) = U(i-1, j-1)+U(i+1, j-1)+s2*U(i, j-1);
end
X = trisys(Va, Vvd, Vc, Vb);
U(l:n, j) = X';
end
U =1u"
end
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Féldiszkretizald modszerek parcialis differencialegyenletekhez
Vessiink egy pillantast a kovetkezé PDE-re

d 0?
au(x, t)+=d* s ulx, t) +flx, t,tu)asxs<b (2.44)

Dirichlet peremfeltételekkel u(a, t) = g, (t), u(b, t) = g, (t), és kezdeti adatokkal
u(x, 0) = u, (x), a racshalé tavolsaga minden sorban egységes:
X, =x+hi=0,.,n-1, h=(b-a)/n (2.45)

Jelblése

U(t) = (u(a, t), u(x,, t),.., u(x_,, t), u(b, t)) = (u, (t),..,u, (t)) (2.46)
A térderivaltak diszkretizalasaval a kovetkezéd ODE-ket kapjuk:
t,(6) = r(u, (t) - 2u, (1) + u, () +f(x,, t 1)
t,(t) = r(u, () - 2u, () + u, () + £, 1)
u_ (ty=r(u_,(t)- Zun_ll(t) tu (), tu, ) (2.47)

Matrix alakban:

u(t)=Au(t)+v+flx t u) (2.48)
ahol:
Amatrix N-1xN-1ésu(t) = (u, (). u,,(t)
P :
1 -2 1 0
A=r Lz 1 , (2.49)
0 1 -2 1
1 -2

ahol r = d°/h* ¢ésv = (ru,, (t), 0,..,0, ru, (t)). Itt a, b és h = 1/n paraméterek.
Ez az ODE-rendszer akkor keletkezik, ha a kozponti differenciakon alapu-
16 vonalak modszerét hasznaljuk a parcialis differencialegyenlet (PDE) fél-
diszkretizalasara.

2.2.a. Példa—Fél-diszkretizalo modszerek parcialis differencialegyenletekhez

(;lt u(x, t) + =d* 6(122 u(x, t) +u(x, t)(1-u(x t)

0<x<1 (2.50)
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Dirichlet peremfeltételekkel u(0, t) = u(1, t) = 0 és u(x, 0) = (1+cos(2nx))/2
kezdeti feltételekkel

8. Forrdaskod — rcd fiiggvény

1

N

0 J o Uk W

10
11
12
13
14
15
16
17
18

19
20
21
22
23

24
25
26
27
28
29
30

function rcd

$RCD Stiff ODE from method of lines on reaction-
diffusion

$problem.

N =20; a = 1;h=1/(N-1);d=.01;r=3;K=100;
A=zeros (N,N) ;

A(2,1)=1;

A(N-1,N)=1;

for i=2:N-1

A(i,1)=-2;

end

for i=2:N-2

A(i+1,1)=1;

A(i,i+1)=1;

end

A=d/h"2*A;

tspace =[0 5]; space = [1:N]/(N-1);
y0 = 0.5* (1+cos (2*pi*space));

yO = y0(:); y0(1)=0;y0(N)=0; %Dirichlet
peremfeltétel

[t,y] = oded5(@f, tspace,y0);
waterfall(t, [0:1/(N-1):11,y"

xlabel (' Idé', ' FontSize',16),

ylabel (' Tér', ' FontSize',16)

o)

G e Bedgyazott fiiggvények

function dydt = f(t,y)

$F differencial figgvény.
dydt = A*y+r*y.* (1-y/K);
dydt (1)=0;dydt (N)=0;

end

end
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9. Forraskod — rcd_Neumann fiiggvény

1 function rcd Neumann

2 $RCD Stiff ODE from method of lines on reaction-
convection-

3 diff

4 %problem.

5 N = 30; a = 1;h=1/(N-1);d=.01;r=3;K=100;

6 A=zeros (N, N) ;

7 A(2,1)=1;A(2,2)=-1;

8 A(N-1,N)=1;A(N-1,N-1)=-1;

9 for 1i=3:N-2

10 A(i,1)=-2;

11 end

12 for 1i=2:N-2

13 A(i+1,1i)=1;

14 A(i,i+1)=1;

15 end

16 A=d/h"2*A;

17 tspace =[0 5]; space = [1:N]/(N-1);

18 y0 = 0.5* (1+cos (2*pi*space));

19 yO = y0(:);

20 [t,y] = ode45(Qf, tspace,y0);

21 waterfall(t, [0:1/(N-1):1]1,yv ")

22 xlabel ( 'Id& ', 'FontSize', 10),

23 ylabel ( 'Tér ', 'FontSize',16),

24 zlabel ( 'Erték ', 'FontSize',16)

25 $ mmmm e —— Beagyazott fliggvények ---

26 function dydt = f(t,vy)

27 $F differencial fliggvény.

28 dydt = A*y+r*y.* (1-y/K);

29 dydt (1)=0;dydt (N)=0;

30 end

31 end
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Szimulacio kimenete:

05 _ Z ‘ : .

Ter 0 o 1dé

47. Abra — RCD fiiggvény numerikus megolddsa
2.2.3. Részleges differenciialegyenletek pdepe segitségével

A MATLAB pdepe a parabolikus/elliptikus differencialegyenlet (PDE) rend-
szerek egy osztalya. Ezek a rendszerek egy vektorértékl ismeretlen u fiigg-
vényt tartalmaznak, amely fligg az x skalaris térvaltozotol és a ¢ skalaris id6-
valtozotol. A pdepe altal hasznalt altalanos osztaly az alabbi formaju:

du) du d

(xtu,af)az ’”a(x F(xtu,g))+f(xtu,g} (2.51)

aholasxsbéststs t,. Az m egész szam lehet 0, 1 vagy 2, ami megfelel a
lemez-, a henger- és a gdmbszimmetrianak. A ¢ fliggvény egy diagonalis matrix,
az ataramlas és a forrasfiiggvény — f'és s — pedig vektorértékii.

A kezdeti és peremfeltételeket a kovetkezd formaban kell megadni: a s x < b
és t = t, esetén a megoldasnak meg kell felelnie u(x, t,) = u, (x)-nek, vagy egy
meghatarozott u, fliggvénynek. x=aést st< t esetén, a megoldasnak meg kell
felelnie a kovetkezo feltételeknek

p,(x tu)+q, (xt)F(xtu,g ) 0 (2.52)

50



valamilyen p_ ¢és q, fiiggvényekre. Hasonloképpen, x =b és t <t < t, esetén,

p, (%t u) +q, (% t)F(x, tu, g—)‘:) -0 (2.53)

a p, ¢s q, figgvényekre kell vonatkoznia. A pdepe altal megoldhato problémak
osztalyara bizonyos egyéb korlatozasok is vonatkoznak; a részleteket 1asd a doc
pdepe! dokumentumban.

A pdepe hivasa a kovetkez0 altalanos formaban torténik
sol=pdepe(m, @pdefun, @pdeic, @pdebc, xmesh, tspan, options, p1, p2,...),

ami hasonld a bvp4c szintaxisdhoz. Az m bemeneti argumentum a fent leirtak
szerint 0,1 vagy 2 értéket vehet fel. A pdefun fiiggvény a kdvetkezd formaju

function[c,f;s] = pdefun(x,t,u,DuDx,p1,p2,..)

A pdefun fliggvény a tér- és idovaltozokat, valamint az u és DuDx vektorokat
hasznalja, amelyek kozelitik az u megoldast és az du/dx parcialis derivaltat.
Tovabba a fliggvény visszaadja a ¢ matrix diagonalisat, valamint az f aramlas
¢és az s forrasfiiggvényeket tartalmazo vektorokat. A kezdeti feltételek a pdeic
fiiggvényben vannak kodolva, amely a kovetkezd forméaju:

function u0 = pdeic(x, p1, p2,...)
A pdebc fiiggvény az alabbi formaban
function [pa,qa,pb,qb] = pdebc(xa, ua, xb, ub, t, p1, p2,...)

kiértékeli pa, qa, pb és qb értékeit, az xa = a és xb = b peremfeltételekhez.
A pdepe argumentumlistajaban szereplé xmesh vektor az [a,b] pontok halmaza,
ahol xmesh(1) = a és xmesh(end) = b, tigy rendezve, hogy xmesh(i) < xmesh
(i + 1). Ez hatarozza meg azokat az x értékeket, amelyeknél a numerikus
megoldas kiszamitasra keriil. Az algoritmus az xmesh értékek alapjan masod-
rendl térbeli diszkretizacidos modszert hasznal, ezért az xmesh értékek
megvalasztasa erdésen befolydsolja a numerikus megoldas pontossagat és
koltségeit. Szorosan elhelyezkedé xmesh pontokat kell hasznalni azokban

"https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/pdepe.html (2024.08.02.)
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a régiokban, ahol a megoldasok valdszintileg gyorsan valtoznak x tekintetében.
A tspan vektor megadja azokat az id6pontokat a [t , t, ] tartomanyban, ahol
a megoldast vissza kell adni: tspan(1)= t,, tspan(end) = t, és tspan(i) <
tspan (i + 1). Az idbintegraciot a pdepe-ben az ode45s végzi, a tényleges
iddlépések értékeit dinamikusan valasztjuk ki. A tspan pontok egyszertien
meghatarozzak, hogy hol adjuk vissza a megoldast, és kevés hatassal vannak
a koltségekre vagy a pontossagra.

Példak
A kovetkezdkben tekintsiink meg néhany gyakorlati alkalmazast.
2.2.b. Példa - Diffliziés kompeticiés rendszer

Elsoként figyeljiik meg a kovetkezé diffuzios kompeticios rendszert

d 0?
@ yl(x’ t) = DIW.JG (XI t)+y1 [aj_ azyz (Xl t) - a3y3 (Xl t))
d 0? 2.54
30 Y2000 7 Da 5o v (949, (0, 0,3, (5, 8) (259
d 0*
@){3 (Xl t) = D3@y3 (Xl t)+y3 (_ag_ a5y1 (X' t) - a7y2 (Xl t))
Neumann peremfeltétellel

%yi(xl Y=0, x=0, mt20 (2.55)

és az alabbi kezdeti feltételek mellett
y(x0)=® (x)20,0sxsm (2.56)

ahol D,a, mind pozitiv konstans.
- (- a, _ _a,-a,x, _ _ a,-a,Xx
- = 4 = _1 373 = _8 773
Legyenx = (x3— - X,= - X, = 07)
5 2 6
Ha x,> 0, akkor van egy pozitiv térbeli, homogén egyensulyi pont €s az ezen

egyensuly koriili linearizaci6 a kdvetkezd format olti

d 0? _
E}G (Xl t):D167X2y1 (Xl t) +.Y] (_azyz(xl t)_a3y3(xl t))
a 0? _
Eyz (Xl t) = Dza?yz (XI t) +y2 (_ a5y3 (Xl t]) (257)

2 & .
3 0=D,57 v, (xO+y,(a,y,(x ) +a,y,(xt)
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Legyen X = (C[0,7]; R®). Mivel a Laplace-operatornak -k? sajatértékei vannak,
k = 0, 1... a megfelel6 coskx sajatfiiggvényekkel, A a linearizacié karakterisz-
tikus értéke, ha bizonyos k = 0,1 esetén A a karakterisztikus egyenlet megoldasa.

sz(—k2D+])v, k=01, (2.58)

ahol ] egy Jacobi-matrix és D egy diagonalis matrix, ahol d,=d. A linearizalas-bol
kapott karakterisztikus egyenlet a kovetkezo:

AM+A (KA +A, (kA +A, (k) =0,
ahol:
A (k)=k(d,+d,+d,)
A, (k)=k'(d,d,+d, (d,+d,))+a,a, X X,+a,a,X,X

77273
A,(k)=k°d,d,d+n’(d,a,a,X,X,+d a,a,X,X,)-a,a,a,xX, X,X,)

A stabilitas vizsgalatahoz a Routh-Hurwitz-kritériumot hasznaljuk. k = 0 esetén
A, (k) = 0, ami az X egyensilyi pont instabilitasat jelenti. A kovetkez6 MATLAB
kéd a rendszer numerikus megoldasat adja.

MATLAB kod:

10. Forraskod — Diffuizios kompeticio rendszer

1 % Reaction-diffusion competition system
2 % Solves the PDE

3 global al a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 dl d2 d3
4 az2=0.93; a3=0.1;

5 a4=0.19; a5=0.2;

6 a6=1; a7=0.05;

7 a8=0.2; d1=0.01;

8 d2=0.03; d3=0.009;

9 %al=1.01;

10 al=0.1;

11 m=0;

12 xmesh = linspace(0,3.14,45);

13 tspan = linspace(0,100,250);

14 sol = pdepe (m, @mbpde, @mbic, @mbbc, xmesh, tspan) ;
15 ul = sol(:,:,1);

16 u2 = sol(:,:,2);

17 subplot (121)
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18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

29
30

31
32
33
34
35

36
37
38

39
40
41
42

43
44
45
46
47
48

surf (xmesh, tspan,ul)
xlabel ( 'x', 'Fontsize', 12)
ylabel ( 't', 'Fontsize', 12)
title('u 1', 'FontSize', 16)
subplot (122)

surf (xmesh, tspan,u2)

xlabel ( 'x', 'Fontsize', 12)
ylabel ( 't', '"Fontsize', 12)
title('u 2', 'FontSize', 16)

function [c,f,s] = mbpde (x,t,u,Dubx)
global al a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 dl dz d3

c = [1; 1; 1];

f = [dl; d2; d3] .* DuDx;

s = [u(l)*(al-a2*u(2)-a3*u(3));
ab5*u(3)); u(3)* (-

a8+a6*u(l)+a7*u(2))1;

end

u(2)*(ad-

function [pa,ga,pb,gb] = mbbc(xl,ul,xr,ur,t)

pa = [0;0;0];

ga = [1;1;1];

pb = [0;0;0];

ab = [1;1;1];
end
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48. Abra — Diffiiziés kompeticié rendszer kimenete

2.2.c. Példa — A kemosztat diffuzios matematikai modellje

Egy masik alternativa egyszerlien egy edény hasznalata és az alap kemosztat ,,jol
felkavart” hipotézisének elhagyasa, ami a kdvetkezé formaju reakcio-diffuzios
egyenletrendszert eredményezi egyenld diffizios sebességet feltételezve:

ﬁ_ 0’S _ m15u mZSV

ot =9 o a+S a+S
Ou _ 0’u  m;Su (2.59)
at x> a+S
ov _0v.  mySv O<x<m
ot~ ox? a+S’

az alabbi peremfeltételekkel:

as
= =_ GO
S(60)
du av
(b0 =15, (t0)=0
as
a(t, m) +rS(t, m)=0 (2.60)
du
ax(t, m) +ru(t,m) =0

v
ax(t, m) +rv(t, m) =0
és az alabbi kezdeti értékekkel:
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S(0,x)=S,(x)=0
u(0,x) =u, (x)20,u,(x)#0 (2.61)
v(0,x)=v,(x)20,v,(x) #0

11. Forrdaskod — A kemosztat diffiizios matematikai modellje

1 function chemostat

2 % Reakcido-diffuzids kemosztat rendszer
3 % PDE megoldaséara

4 global al a2 ml m2 dl d2 d3 s0
5 dl=1;d2=1; d3=1;s0=1.;

6 al=1l; az=1; ml=4; m2=1;

7 m=0;

8 xmesh = linspace(0,3.14,45);

9 tspan = linspace(0,10,50);

10 sol = pdepe (m, @mbpde, @mbic, @mbbc, xmesh, tspan) ;
11 ul = sol(:,:,1);

12 u2 = sol(:,:,2);

13 u3 = sol(:,:,3);

14 subplot (131)

15 surf (xmesh, tspan,ul)

16 xlabel ( 'x', 'Fontsize', 12)

17 ylabel ( 't', 'Fontsize', 12)

18 title('n 1', 'FontSize ', 16)
19 subplot (132)

20 surf (xmesh, tspan, u2)

21 xlabel ( %', 'Fontsize', 12)

22 ylabel ( 't', 'Fontsize', 12)

23 title('u 2', 'FontSize', 16)

24 subplot (133)

25 surf (xmesh, tspan, u3)

26 xlabel ( 'x', '"Fontsize', 12)

27 ylabel ( 't', 'Fontsize', 12)

28 title( 'u 3', 'FontSize', 16)

29 end

30

31 G e Alfliggvények
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32
33
34
35
36

37

38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

function [c,f,s] = mbpde(x,t,u,Dubx)
global al a2z ml m2 dl d2 d3 sO
=[1;1;1];

f = [dl;d2;d3].*DuDx;

s = [-ml*u(l)*u(2)/ (al+u(l))-m2*u(l)*u(3)/
(a2+u(l));

ml*u(l)*u(2)
(a2+u(l))-s0

end

/(al+u(l)); m2*u (1) *u(3)/
*u(3)1;

function u0 = mbic(x)
u0 = [1;1;1];

end

function [pa,ga,pb,gb] = mbbc(xa,ua,xb,ub,t)
global al a2 ml m2 dl d2 d3 sO

pa = [s0;0;0];

qa = [1;1;1];

pb = [ub(l);ub(2);ub(3)1;
gb = [1;1;1];
end

49. Abra — Kemosztat kimenete
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2.2.4. Késleltetési differencidlegyenlet numerikus megoldasa - Linearis
spline kozelités

Bemutatunk egy hasznos technikat a differencia-differencialegyenletek koze-
litésére a kovetkezd formaban

X (1) = flx(t), x(t - 1)) (2.62)
azzal a céllal, hogy numerikusan megoldjuk.

Az otlet az, hogy a T hosszasagh késleltetési intervallumot N intervallumra
osztjuk. A felosztis minden egyes ¢ pontjan definialjuk, hogy x,; egy linedris
spline csomopontja. Az x(t) fiiggvényt ezen az intervallumon egy darabonkénti
linearis fliggvénnyel fogjuk kozeliteni. A kozelitd fiiggvényt az (y,,...y, ) figg-
vénnyel irjuk le. Legyen

Y, (1) = x(t - jt/N) (2.63)

az N+1 j=0,..,N csomodpontra. Legyen yN(t) = (t - 7). A csomopontok kozott Y,
legyen egy linearis fiiggvény. Lathato, hogy az y, (t) megkozelitdleg
(y.,-¥)
= 7 2.64
0= =y (2.64)

A linearis spline kozelitést alkalmazva megkapjuk a kézonséges differencial-
egyenletek rendszerét (amely nem tartalmaz idokésleltetést)

Vo) =y, y,)
V()= % (y,-y) (2.65)

j=1, .., Nesetén. Ezzel a jeloléssel, a fent felsorolt feltételek mellett, a kovetkezo
tételt kapjuk:

x(t-1)=y,(t)+0(1/N) (2.66)
mint N—oo, egységesen t-re barmely véges halmazon, amelyen x(t) 1étezik.

A DDE megoldé képes megoldani a kozonséges differencialegyenletek rend-
szereit

XM=ty yt-1)..yt-1,)) (2.67)

ahol t a fliggetlen valtozo, y a fiiggd valtozd, és y a dy/dt-t reprezentalja.
A késleltetések (lags) T,, .., T, pozitiv konstansok. A kezdeti értékprobléméban

58



a megoldast egy [t,, t, ] intervallumon keressiik, ahol ¢, < t.. A DDE azt mutatja,
hogy y (t) fiigg a megoldas ¢ eldtti idépontokban mért értékeitdl. Killondsen
y(t,) fiigg a t <t értékeitdl, vagyis az S(t) eldzményétdl.

A dde23 fliggvény allandd késleltetésti késleltetési differencidlegyenletek
(DDE-k) kezdeti értékproblémait oldja meg. Ez integral egy elsérendu diffe-

rencidlegyenlet-rendszert

Yo =ty yt-t,), .ylt-7)) (2.68)
alft,t | intervallumon, ahol ¢, < t,, és adott elézmény y(t) = S(t) a kovetkezd
esetekben ¢ < t,. A dde23 olyan megoldast ad, amely folytonos a [t), t, ]
tartomanyban. A deval’ fliggvényt és a dde23 kimenetét hasznalhatja a megol-

das kiértékelésére az integralasi intervallum meghatarozott pontjain.

A dde23 koveti a diszkontinuitasokat, és integralja a differencidlegyenleteket
az ode23 altal hasznalt explicit Runge-Kutta (2,3) parral és interpolanssal.

A DDE megold6 alapvetd szintaxisa a kovetkezo:
sol = dde23(ddefun,lags,history,tspan)?
A bemeneti argumentumok pedig a
ddefun()

a differencialegyenletek jobb oldalat kiértékeld fiiggvény. A fiiggvénynek a ko-
vetkez6 formajunak kell lennie

dydt=ddefun(t,y,z)
ahol a skalar ¢ a fliggetlen valtoz6, az oszlopvektor y a fliggd valtozo, és 7=
lags(j) esetén Z(:, j) = y(t - 1'].).
lags

allandé pozitiv Ty T, késleltetések vektora.

history()

2 https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/deval.html (2024.08.02.)
3 https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/dde23.html (2024.08.02.)
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a t fliggvény, amely kiért¢keli az y(t) megoldast ¢ < t, esetén. A fiiggvénynek
a kovetkez6 formajunak kell lennie
S = history(t)

ahol S egy oszlopvektor. Alternativaként, ha y(t) konstans, megadhatjuk
a history-t is, mint ezt a konstans vektort. Ha a dde23 aktualis hivasa egy korab-
bi integralast folytat ¢ -ig, akkor az adott hivasbol szarmaz6é megoldasi sol-t
hasznalja elézményként.

tspan

az integracios intervallum, ami egy kételemii vektor /¢, t, /,ahol t < t, késleltetett
elézmények.

A sol kimeneti argumentuma a solver altal 1étrehozott struktara. Ennek a ko-
vetkezd mezdi vannak:
solx - A rdcs dde23 dltal kivdlasztott csomdpontjai
soly - Az y(t) kézelitése a sol.x hdlépontjaiban
solyp - Az y'(t) kozelitése a sol.x hdlépontjaiban
sol.solver - ’dde23’

A numerikus megoldas kiértékeléséhez a [to,tf] intervallum barmely pontjan
a deval-t hasznaljuk, ahol bemenetként a sol struktirat adjuk meg.

Fejlettebb alkalmazasokhoz bemeneti argumentumként megadhatunk megoldasi
opcidkat és tovabbi paramétereket is.

2.2.d. Példa - Konstans késleltetésii DDE-rendszer

Ez a példa egy konstans késleltetésti DDE-rendszer megolddsdnak egyszerti
megfogalmazasat, kiszamitasat és megjelenitését mutatja be. Az el6zmény
allandd, ami gyakran el6fordul. A differencialis egyenletek a kovetkezok

y, W=y, (t-1)

y,)=y, (t-1)+y,(t-02) (2.69)

V:0=y,0

A példa a [0,5] egyenleteket oldja meg elézményekkel.

y, =1
ij ?3 ; ;, ahol t<0 (2.70)
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MATLAB kod:

12. Forraskod — Konstans késleltetésii DDE-rendszer forraskodja

1 clear all, close all

2

3 sol = dde23(@ddexlde, [1, 0.2],Q@ddexlhist, [0, 5]);
4 plot(sol.x,sol.vy)

5

6 title( 'Wille 'és Baker példa ' );
7 xlabel ( 'Id6 ") ;

8 ylabel ('v(t)");

9

10 function s = ddexlhist(t)

11 s = ones(3,1);

12 end

13

14 function dydt = ddexlde(t,y,Z)
15 yvlagl = Z(:,1);

16 vlag2 = 7Z(:,2);

17 dydt = [ ylagl(l)

18 yvlagl (1) + ylag2(2)

19 v(2) 1;

20 end

A szimulacid kimenete:

200
150 -
100t
50 -

0 —=E-=// e smanil

0 1 2 3 4 5

1dé

crer

6l



2.2.e. Példa - Zsakmany-ragadozo rendszer diffiizioval

Tekintsiik meg a kovetkez6 zsakmany-ragadozé rendszert difftizioval és diszkrét
idobeli késleltetéssel

aiu (x,t)=D, %u x1-u,(xt-1)-u,(x1t)

;tu(xt) D262 U, (x, ) +u, (X, )(1-u,(x, t-1) +u, (x,t) +u,(x t))

du i
53 (xt) = Dzﬁ% (x t) +u, (x, (1 -u, (x, t-T)-u, (x, t)) (2.71)
Neumann peremfeltétellel
% ulxt)=0 x=0, mt=0 (2.72)

és az alabbi kezdeti feltételekkel
u(xt)=d(x,t)20,0sxsmte(-r,0) (2.73)

aholD,, D,, d,, a, b, ¢, 1, B pozitiv konstansok
MATLAB kod:

13. Forrdskod — Zsakmany-ragadozo rendszer diffuizioval forrdaskodja

1 $PDE model carasius with time delay

2 function PDE Delay

3 N = 18; a = 1; b = 5e-2;

4 tspan = [0 40.]; space = [1:N]/(N+1);

5 x10 = 0.5*% (1+cos (2*pi*space));

o x20 = 0.1*(1l+cos(2*pi*space));

7 x30 = 1.8*(1l+cos(2*pi*space));

8

9 yO(1:N) = x10(:);

10 yO(N+1:2*N) = x20(:); yO0(2*N+1:3*N) = x30(:);

11 y0 = y0';

12 sol = dde23(@f,1.8,y0,tspan);

13 e = zeros(size(sol.x))';

14 Ul = [sol.y(l,:)'sol.y(1:N,:)'sol.y(N,:)"];

15 U2 = [sol.y(N+1l,:)"'"sol.y(N+1:2*N,:)"'sol.y(2*N, :)
17

16 U3 = [s0l.y(2*N+1,:)"'sol.y(2*N+1:3*N, :)
sol.y(3*N,:)"1;
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17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

42
43
44

45

46

47
48
49

[n m] = size (Ul);

colormap ([0 O 0])

C = ones(n,m);

figure (1)

waterfall (sol.x,

xlabel

zlabel
figure (2)

waterfall (sol.x,

[0:1/(N+1):1],U1",C")

( 'space', 'FontSize', 16),
ylabel ( 'time', 'FontSize',16)

('x 1', 'FontSize ' ,16)

(

[0:1/(N+1):1],02",C")

xlabel ( 'space', 'FontSize',16)

ylabel

figure (3)

waterfall (sol.x,

'time', 'FontSize',16)

(
zlabel ( 'x 2', 'FontSize',16)
(

[0:1/(N+1):1]7,U3",C")

xlabel ( 'space', 'FontSize',16)
label ( 'time', 'FontSize',16)
zlabel ( 'x 3', 'FontSize',16)

function dydt =
r2 = b* (N+1)"2;

f(t,y,2)

upl = [y(2:N);0]; downl = [0;y(1l:N-1)];

up2

[Vy(N+2:2*N) ;0]; down2 = [0;y(N+1:2*N-1)];

up3 = [y (2*N+2:3*N);0]; down3 =
[0; y(2*N+1:3*N-1)1];

vlag = Z(:,1);

mat = -2*eye (N,

N) ;mat (1,1)=-1;mat (N,N)=-1;

dydt (1:N) = r2* (mat*y(1l:N)+upl+downl)+
y(1:N).*(1-ylag(1l:N));

dydt (N+1:2*N) =

r2* (mat*y (N+1:2*N) +up2+down?2) +y (N

+1:2%N) . * (1-ylag (N+1:2*N)+y (1:N)+y (2*N+1) ) ;

dydt (2*N+1:3*N)

= r2* (mat*y (2*N+1:3*N) +up3+down3)

+y (2*N+1:3*N) . * (1-ylag (2*N+1:3*N) -y (N+1:2*N)) ;

dydt=dydt"';
end

end
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dszer diffuzioval kimenete

51. Abra — Zsdkmdny-ragadozo ren
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3. DISZKRET RENDSZEREK (DTSS)

A diszkrét rendszerek megszamolhatd mennyiségii allapottal rendelkeznek, amik
diszkrét idépillanatokban valtozhatnak. Adott id6pillanatban a modell egy adott
allapotban van, és meghatarozza, hogyan valtozik ez az allapot. A kdvetkezd
allapot az aktualis allapottol és az allapotatmeneti fliggvénytdl fiigg. A diszkrét
rendszerek alkategoriai specifikacio fliggvényében a diszkrét idejii rendszerek
(DTSS) és a diszkrét eseményi rendszerek (DEVS). A diszkrét idejii modellek
altalaban a dinamikus modellek valamennyi formaja koziil a legintuitivabbak,
ezekkel a kovetkezd, 3.1 alfejezet foglalkozik. A DTSS segitségével megadhatok
matematikai szamsorozatok, illetve populacios modellek bizonyos tipusai,

e

foglalkozik.

A diszkrét idejli rendszereknek szamos alkalmazasa van. A legnépszeriibbek
a digitalis rendszerekben, ahol az 6ra hatdrozza meg a diszkrét iddlépéseket,
de a diszkrét idejii rendszereket gyakran hasznaljak folytonos rendszerek
kozelitdjeként is. Itt egy idoegységet valasztanak, pl. egy masodpercet, egy
percet vagy egy évet, hogy meghatarozzak a mesterséges orat, és a rendszert
ugy abrazoljak, ahogyan az allapot valtozik az egyik ,,megfigyelési” pillanatrol
a masikra. Ezért egy diszkrét idejii modell felépitéséhez meg kell hataroznunk,
hogy az aktualis allapot és a kdrnyezetbdl érkezd bemenet, hogyan hatarozza
meg a modell kovetkezo allapotat.

A diszkrét idomodellekben az id6 diszkrét 1épésekben halad eldre, amelyekrél
feltételezziik, hogy valamilyen alapiddszak, példaul 1 masodperc, 1 nap vagy 1
év egész szamu tobbszordsei.

Ha az allapot t idopontban s, és a bemenet t idopontban x, akkor a t + 1 id6pont
allapota § (s, x) lesz, és a t id6pont kimenete 4 (s, x) lesz.

Itt 6 az allapotatmeneti fiiggvény, és a tablazat els6 harom oszlopanak absztrak-
tabb fogalma. 4 a kimeneti fliggvény €s az els6 két és az utolso oszlopnak felel
meg. A A és s absztraktabb formak az atmeneti €s kimeneti informaciok meg-
adasanak altalanosabb modjat jelentik. Ezeket tomorebben a kdvetkezoképpen
foglalhatjuk ossze:
6(5, X) =X (31)
Als, x) =x
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amelyek szerint a kdvetkezd allapotot és az aktualis kimenetet egyarant az aktu-
alis bemenet adja. A A és 6 fliggvények is sokkal altalanosabbak, mint a tablazat.
Akkor is elgondolhatok és leirhatok, ha az allapotok vagy bemenetek minden
kombinaciodjara farasztod lenne tablazatot irni, illetve akkor is, ha nem végesek,
¢és igy tablazat irasa egyaltalan nem lehetséges. Az allapotok s(0), s(1), s(2)....
sorozatat allapotpalyanak nevezziik. Egy tetszdleges s(0) kezdeti allapotot vé-
ve, a sorozat tovabbi allapotait a kovetkezok hatarozzak meg:

s(t+1) = 8(s(t), x(t)) (3.2)

Hasonloképpen, a megfeleld kimeneti palya a kdvetkezéképpen adodik

Y() = A0, (1) (3:3)

3.1. Diszkrét idejii rendszerek (DTSS)

A DTSS (Discrete Time System Specification) diszkrét idejli rendszerek olyan
rendszerek, amelyeket differencia egyenletek segitségével irnak le. A diszkrét
jel impulzusok sorozata. A diszkrét idejii modellezés soran, az allapotatmeneti
fiiggvény, az aktualis allapot alapjan adott informaciot, a kovetkez6 id6lépésben,
diszkrét formaban és nem folytonosan irja le. Teszi ezt azért — ahogyan arra mar
a fejezet bevezetésében is utaltunk — mert a modell a valtozoit, a természetes
szamok halmazan értelmezi. A diszkrét idejii rendszerek tehat, olyan diszkrét
rendszerek, amelyek csak bizonyos (meghatarozott) idébeli 1épésekben val-
toznak. Az ilyen rendszerekben a folyamatos jelekbdl diszkrét jeleket kapunk,
mintavételi eljarassal. Ezen rendszerek egyik gyakori felhasznalasi modja
az automatakban mutatkozik meg, melyekrdl késobbi fejezeteinkben még rész-
letesebb leirast adunk. Formalisan ez a rendszer felirhatd, mint

DTSS = (X, ¥,S, 8,4, ¢)

ahol:

¢ X - bemenetek halmaza

e Y -kimenetek halmaza

e S -allapotok halmaza

e 6:Sx X — S -azallapotatmenet fiiggvény
e A: S — Y (Moore-tipus)

e c - az id6pillanatot meghatarozé konstans

Ez a modell periodikus iitemben ellendrzi bemeneteit, és az allapotinformacio
alapjan kimenetet allit el6, valamint megvaltoztatja bels6 allapotat.
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3.1.1. Matematikai szamsorozatok

A kovetkezOkben tekintsiink meg néhany olyan matematikai szamsorozatot,
melyekkel mar kdzépiskolaban is talalkozhattak a diakok.

3.1.a. Példa — Fibonacci szamsorozat

A sorozat Fibonacci vagy masnéven Leonardo di Pisa olasz matematikusrol
kapta a nevét, aki a szamsor megalkotasakor az alabbi problémabol indult ki:

Hogyan valtozik a nyulak populacidja egy kezdeti par esetén, ha tudjuk, a nyulak
két honap alatt valnak ivaréretté, és ezutan minden par, minden honapban egy
uj parnak ad életet, és mindegyikiik életben marad?

A feladat megoldasaban a nyul-parok szamanak id6beli alakulasat kell kovetni.
Az els6é honapban egy nytl-parunk van, és ugyanannyi lesz a masodikban is.
A parok szama csak a harmadik honapban valtozik egyrdl kettore. A kovetkezd
hénapban a sziilok ujabb parnak adnak életet, igy a parok szama haromra né.
Az 6todik honapban azonban mar az 0j par is szaporulatképes, igy az 0 parok
szama kettével nd, és az Osszes parok szama Otre gyarapodik. A kovetkezd
hénapban mar mindkét ifjabb generacio hoz 1étre utodokat, és a parok szama
harommal novekedve nyolcra valtozik. Ezt a folyamatot folytathatnank egész
addig, amig el nem jutunk abba a t idébe, ameddig megszeretnénk hataroz-
ni a sorozat hosszat. A sorozat eldallitasanak alapja az a tulajdonsag, hogy
a harmadik elemtdl kezdve barmely elem az el6z6 kettd 6sszege (Csiko, 2015).

x(t)=x(t-1) +x(t-2)

x(t+2) =x(t+1)+x(t) (34)
Simulink modell:
>+
. l ' |- l - >+
Z Z
x(t+1) x(t)
I PSS

52. Abra — Fibonacci szamsor kiszamitasa Simulink-ben
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Szimulacio kimenete:

3 B T I T
i) | +
+
2| L 5 :
+ + * | | |
0 1 2 a 4 5 6
53. Abra — Fibonacci szamsor
Leolvasott értékek: 0,1, 1,2,3,5, 8
3.1.b. Példa - Rekurziv szamsorozat
Az alabbi is, egy rekurziv médon felirt szamsor:
x(t+3)=x(t+2)+x(t+1)+x(t) (3.5

Simulink modell:

+
>+
l »- - » l o+
4 F4 Z
X(t+2) X(t+1) X(1)

| 7 e

54. Abra — Rekurziv szamsor kiszamitdsa Simulink-ben.

Szimulacio kimenete:

T T T T T

10 - ,'_
5F - &+
+
O.". + + I 1 1
0 1 2 3 4 5 6

55. Abra — Rekurziv szamsor
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Leolvasott értékek: 1,1, 1,3,5,9, 17
3.1.c. Példa - Catalan szamsorozat
Ezen rekurziv szamsorozatot egy egyszerti példaval ismertetjiik. Hanyféleképpen

lehet eljutni a Z X Z négyzetracson a (0, 0) pontbdl az (n, n) pontba (egységhosz-
szi) = ¢és 1 1épésekkel uigy, hogy soha nem megyiink az y = x egyenes f61é?

. .

Féatlo folé nem lép

o—0 t

56. Abra — Példa a 1épési kombindciok lehetéségeire

Legyen n > 1. Ekkor minden megszamolando ttnak a végpontot leszamitva is
van pontja az y = x atlon. A
C,=1,

n-1 (36)
€=2CC hanz1

-1k’
k=0 k “n-1-k

rekurzioval kigeneralt sorozat elemeit Catalan szamsornak nevezziik, miszerint:

C,=1

€,=C,C,=1
C,=C,C,+C,C,=2
€,;=C,C+C,C+C,C,=5
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ahol C, C ,, azokat az utakat szdmolja meg, amelyek a (k, k) pontban lépnek
utoljara az atlora a végpont elott (k = 0, 1, .., n-1). Ebb6l adoddan elmondhato,
hogy a Catalan-szam megszamolja azokat a = és 1 1épésekbdl allo (0,0) w
(n, n) utakat, amelyek soha nem lépnek az y = x egyenes f6lé (Nagy, 2016).
A rekurziv szdmsorunkat az alabbi médon modellezhetjiik:

x(n+1)= %+ x(n),  aholx(n)=0
x(n+1)= 4::22 +x(n) (3.7)

Simulink modell:

42 M .

([

57. Abra — Catalan szémsor kiszamitasa Simulink-ben

Szimulacio kimenete:

T T T T T T T

0
30
20 !
10 + +
1 .!. 1 1 1 1 il
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

58. Abra — Catalan szdmsor

Leolvasott értékek: 1, 1, 2, 5, 14, 42
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3.1.2. Kolcsontorlesztés

A kolcsontorlesztés egy tipikus diszkrét idejii modell. Az alapfelvetés, hogy a bank
egy bizonyos nagysagu kolesont ad a kliensnek, akinek havi rendszerességgel
torlesztenie kell, figyelembe véve a havi kamatlab mértékét. Mivel a torlesztés
— ¢és ezaltal a valtozas — altalaban havi egy alkalommal torténik, igy felesleges
folytonos id6ben vizsgalni a modellt. A modelliink kifejezhetd, mint:

b(t) =rb(t-1) - p(t)
r=i+1 (3.8)

ahol:

e b(t) - Kdlcson 6sszege t id6pontban
e p(t) - Havi torlesztés dsszege

e i - Havi kamatlab

Simulink modell:

®_,I—I

. >
L 1.01 1
_' -_—
: “b Z .
Unit Delay

200

+

p(t)
59. Abra — Kélesontorlesztés modell megvaldsitasa Simulink-ben

Diszkrét integral segitségével

b(t) = b(t - 1) + [ (ib(u - 1) - p(w))du

A1)

(3.9)
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Simulink modell:

Ch

+
.
@

>
\—50.01 g {
Discrete-Time

200 Integrator

p(t)

60. Abra — Kolesontorlesztés modell diszkrét integrallal megvaldsitdsa
Simulink-ben

Szimulacio kimenete p = 200€,i = 0.01 és b(0) = 15000€ esetén a torlesztési
id6 kb. 140 honap, kozel 12 év:

16000 -
14000 -
12000
10000
8000 |
6000
4000
2000

-2000 : ! :
0 50 100 150

61. Abra — Kolesontorlesztés vizualizacidja

3.1.3. Populaciés modellek

Ahogy folytonos esetben lathattuk, az olyan egyszerii népesedési modellek,
mint a Malthus-féle (exponencialis) és a Verhulst-féle (logisztikus) model-
lek természetes kiindulopontot jelentenek a demografiai folyamatok tanul-
manyozasaban. A kovetkezOkben tekintsiik meg ezen modellek diszkrét ideji
eseteit (Brauer & Castillo-Chavez, 2012).
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3.1.d. Példa - Exponencidlis novekedési modell

Exponencialis novekedés modellje alatt egy olyan egyszereplds nyitott rend-
szert értiink, ahol a nagy méretii tarsulasban altalaban tobb utod is sziiletik, igy
a populacioban szerepld egyedek hajlamosak a talszaporodasra. Legyen

s(t+ 1) =s(t) +rs(t) (3.10)

ahol:
e s(t) - Populacié nagysaga
e r- Novekedési rata
or=b-d
o b - Sziiletések szama
o d - Halalozasok szama

Simulink modell:

1
+*z

r s(t)

62. Abra — Exponencidlis novekedési modell (diszkrét idében) megvalésitisa

Simulink-ben

Szimulacio kimenete r = 0.2 és s(0) = 1 esetén:

)

30

250 !
200 ]
o
5 5
5150 -
g
a
2100 ®
@
H :
50 s *
Y
s®
ulloi..o..ooti"..
(] 5 10 15 20 25
1d6

63. Abra — Exponencidlis névekedési modell (diszkrét idében) szimuldcidja
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3.1.e. Példa - Logisztikus névekedés modellje

Az exponencialis novekedés modelljét tovabbfejlesztve beszélhetiink, a logisz-
tikus ndvekedés modelljérél. Ebben az esetben egy zart populacion beliil, véges
sok erdforras érhetd el. Ezt a kovetkezdkben nevezziik kapacitasnak. A modell
leirja az ezen er6forrasokért folytatott kiizdelmet. Az adott koriilmények (zart
populacid, véges sok erdforras) kihatassal lesznek a tarsulas méretére, igy egy
bizonyos csokkenés figyelheté meg, ha a kezdeti allapot meghaladja a kapacitas
értékét. Abban az esetben, ha a populacio kezdeti értéke kisebb, mint a kapacitas,
és pozitiv novekedési rataval szamolunk, akkor végkimenetként S alakt gorbét
kapunk, ahol a grafikonunk tetején kozelit a populacio a legjobban a maximalis

kapacitas értékéhez. A modell kifejezhetd, mint:

st+1)= s(t)+rs(t)( S(t))

s(t+1) =s(t) + rs(t) - rs(t)s(t)

ahol:
e s(t) - Populaci6 nagysaga
e K- Kapacitas
e r - Novekedési rata
or=b-d
o b - Sziiletések szama
o d - Haldlozasok szama

Simulink modell:

(3.11)

L —
0.3 X + P z
Add
r 1 + Product s(t)
Constant -
Subtract
_> X
10 —p +
K Divide

Scope

64. Abra — Logisztikus névekedési modell (diszkrét idében) megvalésitdsa

Simulink-ben
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Szimulacio kimenete r = 0.3, K= 10, S(0) = 1 esetén:

10 - -.-......lillli....
o’
5 8 o’
e Y
& .
g 6 .
:§ e
P L
2 L _
@
N
D L i L i \ i 1 i
0 5 10 15 20 25 30 35
1d6
65. Abra — Logisztikus novekedési modell szimuldcidja
3.1.f. Példa - Logisztikus novekedés modellje idéeltoldssal
_ _s(t-1)
S t+1)—s(t)+rs(t](1 T) (3.12)

se+ 1) =s() + rs(9) - D

Simulink modell:

L’ka»‘Ll

0.7 X + z z
r 1 + Product Aad s(®) s(t1)
Constant =
Subtract
™
10 +
K ‘ Divide

Scope

66. Abra — Idéeltoldsos logisztikus novekedési modell (diszkrét idében)

megvalositasa Simulink-ben
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Szimulacio kimenete r = 0.7, K = 10, s(0) = 1 esetén:

- '
10 F . 0...-"0....-........

Populdcié nagysdga
o

0 5 10 15 20 25 30 35
Idé

67. Abra — Idéeltoldsos logisztikus névekedési modell szimuldcidja

3.1.g. Példa - Horgdszati modell

s(t+1) =s(t) + rs(t)(l - %}- h (3.13)
ahol:
e s(t) - Populaci6 nagysaga or=b-d
e K- Kapacitas o b - Sziiletések szama
e h - Regulacios tényez6 o d - Haldlozasok szama

e r— Novekedési rata

Simulink modell:

0.7 > x i L )
—p z
r " J’Product Add s(t) Scope

1

Constant ~
Subtract
Ll x

10 +
Divide

I+ +

K

0.5

h

68. Abra — Horgdszati modell megvaldsitisa Simulink-ben
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Szimulaci6 kimenete r = 0.7, K= 10, h = 0.5 éss(0) = 1 esetén:

10 -
aRP00000COOSIRNIRIGRIOOOORERTS
E

Populacio nagysaga

0 L L 1 1 L J
0 5 10 15 20 25 30 35
Idé

69. Abra — Horgdszati modell szimuldcidja
3.1.h. Példa — Zsakmadny-ragadozo modell

Ebben az esetben két populdcido egymasra gyakorolt hatasat vizsgaljuk meg
(pl. r6kék ¢és nyulak kapcsolatat). A modell sajatossaga, hogy az egyik egyed
faj egyedszamanak a valtozédsa tehat kihatdssal van a masikéra. Amennyiben
a nyulak elszaporodnak, az a rokak szamanak a novekedését is jelenti, azonban,
ha a zsdkmany egyedszama lecsokken, akkor a ragadozok szdma is redukalodni
fog. Ez kifejezhetd, mint:

s,(t+1)=s,(t) +s,(t)(a-bs,(t)
s,(t+1)=s,(t) +s,(t)(cs, (t) - d)) (3.14)

ahol:

* s,- azsdkmany egyedszama

* s,- aragadozok egyedszama

e b-aragadozo populacié zsakmanyra gyakorolt hatasa
e d-aragadozok halalozasi rataja
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Simulink modell:
[

s B

0
L
\

d

s_2(t)

70. Abra — Preddcié modell megvalésitisa Simulink-ben

Szimulacio kimenete:

Populicié nagysiga

71. Abra — Preddcié modell szimuldciéja
3.1.i. Példa - Feigenbaum — bifurkdcios diagram
A matematikaban, kiilondsen a dinamikus rendszerekben, a bifurkacios diagram

egy rendszer aszimptotikusan megkozelitett értékeit — fixpontokat — mutatja,
a rendszer egy bifurkacios paraméterének fiiggvényében.
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A logisztikus leképezést a kovetkezd iteracios 1épés definialja:

Sn+1 = rsn (1 - Sn)

ahol r az ugynevezett kontroll vagy bifurkacioés paraméter (Rudolf, 2012).
Az r fiiggvényében a leképezés kvalitative kiillonb6z6é modokon viselkedhet.
Lehet benne egy, vagy tobb fixpont. A bifurkacidés diagram a stabil palyak
periodusainak elagazasat mutatja 1-tdl 2-ig, 4-ig, 8-ig stb. E bifurkacios pontok
mindegyike periodusduplazodasi bifurkacio. Az egymast kovetd r értékek ko-
zOtti intervallumok hosszanak aranya, amelyeknél a bifurkéacié bekdvetkezik,
az els6¢ Feigenbaum-allandohoz konvergal. A Feigenbaum-allandé két mate-
matikai allando, amelyek aranyokat fejeznek ki bifurkacios diagramban egy
nemlinedris leképezésben (lasd 71. Abra).

14. Forraskod — Bifurkdcios diagram

1 clear all

2 close all

3

4 K = 200;

5 hold on

6 for r=0:0.005:3

7 x (1) = 10;

8 for i = 2:100

9 x (i) = x(i-1)+r*x(i-1)*(1-x(i-1)/K);
10 end

11 plot(r,x(1,70:100),”.%k")
12 end

13

14 xlabel r

15 ylabel x(70:100)

16 hold off
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Kimenet:

300

250

200

150

x(70:100)

100

50

72. Abra — Feigenbaum diagram

15. Forraskod — Feigenbaum diagram

1

0 ~J o b w N

11
12
13
14
15
16
17
18
19

clear all

close all

K = 200;
r =1;
x1 (1) = 10;
for i = 2:100
x1 (1) = x1(i-1)+r*x1l (i-1)*(1-x1(i-1)/K);
end
r = 2.2449;
x2 (1) = 10;
for i = 2:100
%2 (1) = x2(i-1)+r*x2(i-1)* (1-x2(i-1)/K);
end
r = 2.544;
x3 (1) = 10;
for i = 2:100
x3 (1) = x3(1i-1)+r*x3(i-1)*(1-x3(i-1)/K);
end

80



20

21 hold on
22 tiledlayout (3,1)
23 nexttile
24 plot(x1l, "*k"; plot(xl, "k'); title r=1
25 nexttile
26 plot (x2, "*k'"); plot(x2, "k'"); title r=2.2449
27 nexttile
28 plot (x3, "*k'"); plot(x3, "k'); title r=2.544
29 hold off
Kimenet:
200 . 1 ;
1001/// 1
0 1 1 Il 1
0 20 40 60 80 100
r=2.2449
200 [
100 - 1
0 1 L
0 20 40 60 80 100
300 . _ r=2.544 .
200
100 -
0 1 1 1 1
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73. Abra — Szimuldcié kimenetei kiilonbézé névekedési ratdk esetén
3.2. Diszkrét idejii térbeli rendszerek (CA)

A matematikus Stephen Wolfram definicidja alapjan, a sejtautomatak ter-
mészetes rendszerek egyszerii matematikai idealizacioi. Ezek racsbol és egy-
forma diszkrét mez6kbdl allnak. Minden mezd véges szamu integer értéket
képes felvenni. A mezdk értékei diszkrét idébeli 1épésenként fejlédnek a de-
terminisztikus szabalyoknak megfeleléen, amik meghatarozzdk minden egyes
mez0 értékét a szomszédos mezdk értékének fliggvényében. Ennek értelmében
a sejtautomatak, természetes rendszerek leirasara gyakran hasznalt, parcidlis
differencialegyenletek diszkrét idealizaciojanak tekinthetok.
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A sejtautomatak olyan diszkrét, nemlinearis dinamikus rendszerek, amelyek
azonos tipust ,,sejtekbdl” allnak. Viselkedésiiket teljes mértékben meghatarozza
jelenlegi sajat allapotuk és a kozvetlen szomszédsagukban 1évé ,,sejtek”
allapotai. Az, hogy mit tekintiink kornyezetnek (szomszédsagnak), az az adott
szomszédsag definicidjatol fiigg. A rendszer ideje, tere és allapota diszkrét.
A sejteknek altalaban nincs memoridjuk, ¢és egy szabalyos racson vannak
elosztva (egy-, két vagy tobb dimenziodsok, lehetnek négyzet-, haromszog- vagy
hatszogletii racsok).

Ezeknek a térben és idoben diszkrét dinamikus rendszereknek f6 jellemzoi
kozé tartozik, a raccsal €s mezokkel kifejezett rendszeres sejtstruktira, ami
N-dimenziés (leggyakrabban 1D ¢s 2D) térben helyezkedik el. A szEls6 értékek
érdekében érdemes megemliteni, hogy mivel nincs egyik oldalon szomszédjuk,
gondoskodni kell a kezelésiikrl. Ez megoldhat6 ugy, hogy az adott generacio
két szélén talalhatd elemet szomszédosnak vessziik. Ebben az esetben a hatar
ciklus, vagy toroid format vesz fel. Az adott rendszerben szerepld sejtek
mindegyikére igaz, hogy a véges szamu lehetséges allapot egyikét meg-
szerezhetik. A sejtautomatak miikddését helyi kolesonhatasok irjak le, a sejtek
,Hlatasa” erésen korlatozott, minden sejt csak a kozvetlen kornyezetét ismeri.
A diszkrét idébeli 1épések lehetdvé teszik, hogy minden egyes 1épésben, minden
egyes cella értéke egyidejileg frissiiljon. A 1épések soran a cella allapota
valtozhat, és ez meghatarozhat6 az adott cella és kdrnyezete aktualis allapota,
valamint a ravonatkozo6 szabaly (vagy fiiggvény) alapjan. Fontos megjegyezni,
hogy az Gsszes cellara azonos interakcios szabalyok vonatkoznak, illetve azt
sem szabad figyelmen kiviil hagyni, hogy az Gsszes cella allapotat a vele
szomszédos cellak allapotai befolyasoljak.

Felhasznalasukat tekintve ezek a modellek féleg biologiai, fizikai és tarsadalmi

» forgalom szimulacio,

e ipari miveletek és folyamatok modellezése,

* erd6tiizek és mas természeti katasztrofak terjedésének és hatasainak szi-
mulécidja,

e jarvanyok terjedésének szimulacioja és elérejelzése.

Alapfogalmak
Sejttér, élettér — Az adott sejtautomataban meghatarozott teriilet, elemi sejtek

halozata. A tér elméletileg végtelen, szabalyos és tetsz6legesen meghatarozott
dimenzidban valosul meg.
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Cella, sejt — A rendszer alapegysége, a teriilet racs altali egyenld részekre valod
bontasa. Véges szamu diszkrét allapotuk és atmeneti szabalyuk van.

Allapot — A rendszer minden sejtje rendelkezik allapottal, amit a kdzvetlen
kornyezete és a sejtekre vonatkozo szabalyok hataroznak meg. A sejtek allapotat
minden generacidban parhuzamosan szamoljuk a helyi atmeneti fiiggvény
alapjan.

Szomszédsag — A élettér és racs fliggvényében minden sejtnek vannak
szomszédjai, példaul a (gyakran hasznalt) kétdimenzids négyzethald esetén
maximum 8 szomszédja lehet egy sejtnek. Szomszédsagbol megkiilonboztetiink
Neumann ¢és Moore féle szomszédsagot. El6bbi esetében csak a kozds racsél
jelent szomszédsagot (74. Abra, kék sejt), mig utobbinal kozds él és kozds
csucs is szomszédsagként van meghatarozva (74. Abra, piros sejt). Adott sejt
kozvetlen kornyezete befolyasolja a sejt jovobeli allapotat. Egy dimenzid
esetén a kornyezetet a sugar (r) hatarozza meg. A 74. Abran, a legismertebb
2D sejtautomatak szomszédsagai lathatok. Egydimenziods ¢és hatszdgletii racsok
esetén, csak ¢élek szerint lehet szomszédsagot vizsgalni.

Szabalyok — Fiiggvények hatarozzak meg az egyes cellak allapotvaltozasat, és
mindig egyszerre szamolodnak. Ezek valtozoi a vizsgalt sejt és kdrnyezd cellak
allapotainak aktualis értékei. A szabalyokat, amelyek megadhatjuk szoveges,
vagy grafikus formaban (Kmet’, Modellezés és szimulacio elmélete és eszkdzei,
2021).

74. Abra — Neumann szomszédsag (kék) és Moore szomszédsag r=1 és r=2
esetén

Récs tipusai
1D — kozponti cella és kornyezete

83



75. Abra — 1D cella (z6ld) és szomszédsdga r = 1 (vildgos zold) és r = 2
(sziirke) esetén

2D — leggyakrabban hasznalt racstipusok
*  Négyzetracs

e Haromszogl réacs

e Hatszogli racs

76. Abra — Négyzetracs, harom és hatszogii racs

A mobil automata a szamitastudomany elméletén beliil egy olyan automata
osztaly, amely hasonl6 a sejtautomatakhoz, de itt egyetlen ,aktiv”’ cella van,
nem pedig az dsszes cella frissiil parhuzamosan. A mobil automatdk harom
6 jellemzdével rendelkeznek, amelyek nagyban meghatarozzak, hogy milyen
szimulacidkra alkalmas az adott modelltipus.

Parhuzamossag — Minden elem (sejt) allapota 0j értékének kiszamitisa egy-
szerre torténik.

Elhelyezkedés — Egy clem 1j allapota csak az eredeti allapotatdl és a kornyezete
elemeinek eredeti allapotatol fligg.

Homogenitas — Az automata minden egyes sejtjére ugyanaz az atmeneti fiigg-
vény vonatkozik.
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Sejtautomatak meghatarozasa

CA=(BS, 0f)
ahol:
e (CA - Sejtautomata (Cellular Automata)
e B -véges cellakészlet
e S -véges allapothalmaz
e O - kdrnyezet
e f- atmeneti fliggvényt

s(t+1) =f(s(t), 0,(t), 0,(t), 0,(t), ...)
3.2.1. Egyszerii sejtautomatak

A kovetkezOkben a legegyszeriibb egydimenzids sejtautomatakra hozunk pél-
dakat.

3.2.a. Példa - Wolfram sejtautomatdi

Stephen Wolfram (1959 - ) informatikus, fizikus és a Wolfram Research ve-
z€érigazgatdja. A sejtautomatak kutatasanak 0j lendiiletet adott az 1D automatak
tulajdonsagainak tanulmanyozasaval. Az egydimenzids sejtautomatak, a leg-
egyszerlibb osztalyba tartoznak. Ezen elemi sajtautomatak minden egyes
sejtje két lehetséges érték valamelyikével (0,1), és szabalyokkal rendelkezik.
A szabalyok kizardlag a kozvetleniil szomszédos cellak értékeitdl fliggnek.
Ennek eredményeképp, adott sejtautomata teljesen leirhaté a kovetkezd ge-
neracié képzését bemutato tablazattal. Mivel minden sejtnek két értéke lehet,
¢és egydimenzids automata esetén adott sejtnek jobb és bal szomszédja van, ez
222 = 23= 8 kiilonb6z6 allapotkombinaciot jelent, amik binaris (0,1) értékek
esetén 28 = 256 kiilonbozé elemi sejtautomata meghatarozasat teszik lehetévé.
A szabalyok konnyedén felirhatéak binaris alakban, példaul a 30. szabaly
binaris alakja 00011110. Az egydimenzids sejtautomatak konnyen abrazolhatok
kétdimenzids térben, ahol minden egyes sor egy 0j generaciot jelent. Gyakran
az elsé sor kozépsd értékét hatarozzak meg ,,El6ként” és az adott automata
szabalykészlete alapjan leirjak a tovabbi generaciokat. A kiillonb6z6 szabalyok,
kiilonb6zé mintakat hoznak 1étre, amelyek lehetnek egyszertiek, ismétlddoek,
kaotikusak, de akar fraktalokhoz hasonlé tulajdonsaggal is rendelkezhetnek.

Wolfram a 256 sejtautomatat, bonyolultsaguk szerint, 4 kategoriara osztotta fel.

Ez az osztalyozas a tobbdimenzids sejtautomataknal is hasznalatos. A kategdriak
nevei CA1, CA2, CA3, CA4.
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CA1 — Az egész sort kiiiritik, vagy kitoltik, pl. 40. szabaly

CA2 — A kezdeti mintak és aktivitas helyett fokozatosan ciklikus, ismétl6do
strukturak veszik at vezetést, pl. 109. és 228. szabaly

CA3 — Szabad szemmel nem ismerhetd fel benne minta, zajszer(i, a minta
fejlodése kaotikus, pl. 22. szabaly

CA4 — Osszetett, de lathato szabalyszeriiségeket mutaté mintak, pl. 110.

szabaly.

CAl1-40

CAL-110

77. Abra — Nevezetesebb szabdlyok minden kategériabdl

Ha az automataban levé allapotok szama m > 2, akkor tobb értékkel dolgozunk.
A lehetséges allapotok egy részét nyugalmi allapotnak nevezziik. Nyugalmi
allapotnak nevezziik, ha a vizsgalt cella értéke stagnal, és nem valtozik a ko-
vetkezd generaciora. Ha a nyugalmi cella szomszédai is nyugalmi cellak, akkor
értéke nem fog valtozni a kdvtkezd iteracid soran.

Bemenet 111 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000
Szabaly 0 0 0 0 0 0 0 0 0
‘S;abz'lly 4 0 0 0 0 0 1 0 0
.S.Z.abély - 0 O 0 0 1 0 0 O
.S.z.abély 920 0 1 0 1 1 0 1 0
.S'z'abz'lly 180 1 1 1 1 1 1 1 1
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Generécio

78. Abra — Wolfram 30. szabdlya 25 iterdcié utin

Az 1D sejtautomatak kdrnyezetét sugar jellemzi, ez megegyezik a vizsgalt
szomszédok szamaival. Wolfram elemi sejtautomatainal r =1 az értéke, de
a valasztott rendszer igényei szerint eszkozolhetd valtoztatds (Weisstein,
Elementary Cellular Automaton, 2022).

16. Forraskod — Wolfram celluldris automatak

1 clear all, close all, clc

2 $Paraméterek

3 rule = 30;

4

5 rule bin = dec2bin(rule);

6 rule array = zeros(1l,8);

7 for i=1:1length(rule bin)

8 rule array(i+8-length(rule bin)) = str2num(rule
bin(i));

9 end

10

11 input array = zeros(3,8); % 1 - bal, 2-elem, 3-jobb

12

13 A = zeros(1,50);

14 A(25) = 1;

15

16 1 = length(A);
17 for i = 2:25
18 for 3 = 2:1-1
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19 A(i,J) = inquiry(rule array,A(i-1,3j-1),A(i-
1,3),A(1-1,3+1));

20

21 end

22 A(i,1) = inquiry(rule array,A(i-1,1),A(i-
1,3),A (i- l,j+l))

23 A( = inquiry(rule array,A(i-1,3j-1),A(i-

j),A (l 1,1));
24 end
25

26 %Grafika
27 clims = [0 1];
28 colorbar

29 colormap (flipud (gray) )

30 imagesc (A, clims)

31

32 axis equal

33 axis([1.5 49.5 0.5 25.5])
34 ylabel (‘Generacid’)

35 xticklabels ({,})
36 h=gca;

37 h.XAxis.TickLength = [0 0];

38 h.YAxis.TickLength = [0 0];

39 function new state = inquiry(rule,il,i2,1i3)

40

41 (Ié)i)bin2dec(strcat(numZStr(il),numZStr(iZ),numZStr
1 ;

42 new state = rule(8-1i);

43 end

3.2.2. A 2D sejtautomatak

A 2D-s sejtautomatak esetében az élettér egy kétdimenzids teriilet. A fentebb
targyalt sejtautomatak kirajzolasakor minden sor egy uj generaciot jelentett. A
szomszédsag vizsgalata ebben az esetben bonyolodik, hiszen négyzetracs esetén
minden vizsgalt szomszédsag tipusatol fliggden 4, vagy 8 szomszédja lehet
egyetlen cellanak (74. Abra). Két ismert képviselje a témakornek Conway Game
of Life modellje és Langton hangyéja. Mindkét esetben igaz, hogy egyszert,
minimalis szabalyrendszer felel a modell mtikodéséért (Packard & Wolfram, 1985).
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3.2.b. Példa - Conway életjaték (Game of Life) modellje

John Horton Conway (1937-2020) angol matematikus. Kutatasi teriiletei ko-
z¢ sorolhatd tobbek kozott a szamelmélet és kombinatorikus jatékelmélet.
Munkassagahoz kapcsolodik a sziirrealis szamok meghatarozasa és az életjaték-
modell (Game of Life, réviden LIFE).

Az ¢életjaték-modell egy cellularis automata egyszerii felépitéssel és szabaly-

rendszerrel. A jaték teriiletét kétdimenzids négyzetracs biztositja, ahol barmely

cella 8 darab masik cellaval szomszédos. A modell Moore-féle szomszédsagot

vizsgal (tehat 8 darab szomszédos cellat) a felsorolt szabalyokra. A racs altal

hatarolt cellaknak két allapota lehetséges: é16 és halott. Eletiiket az alabbi sza-

balyok hatarozzak meg:

1. barmely ketténél kevesebb szomszéddal rendelkez6 €16 cella meghal elnép-
telenedés kovetkeztében;

2. barmely 2, vagy 3 ¢16 szomszéddal rendelkez6 cella életben marad a ko-
vetkezd generaciora;

3. barmely haromnal tobb €16 szomszéddal rendelkez6é cella meghal tul-
népesedés kovetkeztében;

4. barmely pontosan 3 ¢16 szomszéddal rendelkezé halott cella ujra él, sza-
porodast szimbolizalva.

g —

S - I Ismétlédés

79. Abra — Egyszeriibb alakzatok életciklusa

Kihalas

Stabil
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A jatéktér teriiletén 1évo cellak vizsgalata egyidejiileg zajlik, és az adott kor
végén, egyszerre 1épnek életbe a valtozasok. Az egyes iteraciokat generacionak
nevezziik. A szabalyrendszer kialakitasanal kiilonos figyelmet kapott az egy-
szerliség, robbanasszerli novekedés lehetdségének elkeriilése, illetve hogy kis
kezdeti mintak is képesek legyenek megjosolhatatlan, kaotikus kimeneteket
generalni. A felsoroltak mellett potencialisan lehetséges Von Neumann univer-
zalis konstruktorok létrehozasa, amelyek rendelkeznek az oOnreplikacio ké-
pességével.

A modellel valo kisérletezés kozben, kezdetben papiron, késébb szamitogépen,
nyomon kovették egyes egyszeriibb alakzatok sorsat, és a jellegzetes alakzato-
kat névadas mellett 3 {6 kategoriaba soroltak:

e Tengddd alakzatok — statikusan stabil alakzatok, amelyek kiilsé behatas
nélkiil nem valtoznak a generaciok soran. Ebbe a kategoriaba tartoznak
a cso, 10, kigyd, méhsejt és cip6 alakzatok.

e Pulzal6 alakzatok — dinamikusan stabil alakzatok, amelyek meghatarozott
szamu generacio utan Ujra felveszik a kezdd allapotukat. Ilyenek példaul
a béka, ora és jelz6lampa alakzatok.

+  Urhajok — az R-pentomino alakzatnil megfigyelték, hogy 1103 generaci6
sziikséges a stabilizalasahoz, és kdzben tavolodo siklo (glider) alakzatokat
képez. A siklo alakzat érdekessége, hogy 4 generacid utan éri el a kiindulasi
allapotat, ¢s kozben atlés mozgast végez a négyzethalon. A stabil iranyba
végzett mozgasa miatt, ez lett az {irhajo kategoria elsé tagja, és késébb
a konnyi-, kozép és nehézsulyu tirhajok kovették (Weisstein, Game of Life,
2022).

e W L1

Pentadekadion Tutaj Méhkas Mindenevé  R-pentomino
- -_ .'_- a1 s
Béka Kigyé Jelz6ampa

80. Abra — LIFE modell néhdany tovabbi ismert alakzata
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17. Forraskod — Game of Life modell

1 clear all, close all,
2

3 A = zeros (50,50);

4 1 = height (3);

5 h = length (A);

6 N = 20;

7 B = A;

8

9 X = [25,25,26,27,27,28
10 Y = [25,26,25,26,28,29
11

12 for i = 1l:length (X)

13 A(X(1),Y(1)) = 1;

14 end

15

16 plot (A)

17

18 for k = 1:N

19 for i = 2:1-1

20 for j = 2:h-1

21 B(i,3) = A(i,73);
22 count =

23 if count > 3 ||
24 B(i,3) = 0;

25 elseif A(i,]) ==
26 B(i,j) = 1;

27 end

28 end

29 end

30

31 A = B;

32 plot (&)

33 end

34
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clc

,29,29,35,35,36,35];
,29,28,33,34,34,35];

calcNeighbor (A,1i,73);

count < 2

0 && count



35 function piece = calcNeighbor (A, x,V)

36 piece = 0;

37 for 1 = -1:1

38 for j = -1:1

39 piece = piece + A(x+i,Jj+y);
40 end

41 end

42 piece = piece - A(x,VY);
43 end

44

45 function plot (A)

46 clims = [0 1];

47 colorbar

48 colormap gray

49 imagesc (A, clims)

50 pause (0.1)

51 end

A forraskod X és Y valtozodinak modositasaval kiprobalhatd a felsorolt és
tetszOleges alakzatok mozgasa. Néhany példa:
Kigyo: X =[24, 25,27, 24,26,27], Y =25, 25, 25, 26, 26, 26]
Béka: X=[24, 25, 26, 25, 26, 27], Y =25, 25, 25, 24, 24, 27]
R-pentomino: X = [25, 26, 24, 25, 25], Y = [26, 26, 25, 25, 24]

3.2.c. Példa - Langton hangydja

Langton hangyaja egy népszerti Turing-gép, viszonylag egyszeri szabaly-
rendszerrel. Chris Langton készitette a modellt 1986-ban, és csak egy fekete-
fehér cellakbol allo racsra van sziikség hozza. A modell Turing-teljességét
2000-ben bizonyitottak, és azdta tobb kiilonbozé verzidja késziilt el tovabbi
allapotok és szinek hasznalataval. A modell érdekessége, hogy a hangya moz-
géasa eldszor véletlenszerlinek tlinik, viszont egy bizonyos mennyiségli 1épés
utan végtelen ciklusba keriil. A négyzetracs néhany celldjaban morzsa van,
amik ko6zott bolyong a hangya. A hangya haladasat befolyasolja, hogy milyen
cellara Iép elére. Ha fekete cellaba kertil, akkor a cella szine fehérre valtozik és
a hangya 90 fokkal balra fordul. Ha fehérre, akkor a cella szine feketére valtozik
¢s jobbra tér. Ha a hangya morzsat talal, jobbra fordul, ha iires cellaba érkezik,
akkor tesz oda egy morzsat és balra fordul. Szimulacié inditdsakor az &sszes
sejt fehér szintiként van inicializalva.
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Az elobb emlitett egyszerii szabalyok ellenére a modell meglepden Osszetett
viselkedésre képes, a f6 jellemzdi a kovetkezok:

.

Egyszeriiség — Az els6 néhany szaz 1épés soran a mintak nagyon egyszeriek,
gyakran szimmetriat mutatnak.

Kaosz — Par szaz 1épés utan a hangya altal készitett minta elkezd rend-
szertelenné valni és koriilbeliil a 10000. 1épésig alvéletlennek tekinthetd
a viselkedése.

81. Abra — Langton hangydja az egyszeriiség és kdosz fizisaban
(N =500 és N = 5000)

Rendezddés — 10000 1épés utan, egy el6zoktdl teljesen eltérd jelenség kez-
dédik, a hangya belekezd egy 6nisméltd ,,féutvonalnak™ (highway) neve-
zett minta épitésébe, ami a végtelenségig ismétlodik.

82. Abra — Langton hangydja rendezédés fizisaban (N = 12000)
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18. Forrdskod — Langton hangydja

1 clear all, close all, clc
2

3 width = 80;

4 height = 80;

5 A = zeros (width,height);
6 N = 500;

7 pos = [width/2,height/2];
8 dir = 4;

9

10 for i=1:N

11 ii = 0;

12 jj = 0;

13 if dir == 1

14 ii = 1;

15 elseif dir == 2

16 jj = -1;

17 elseif dir == 3

18 ii = -1;

19 else

20 jj = 1;

21 end

22

23 if A(pos(l)+ii,pos(2)+j])==
24 dir = dir + 1;

25 if dir ==

26 dir = 1;

27 end

28 A(pos(l)+ii,pos(2)+3])
29 else

30 dir = dir - 1;

31 if dir ==

32 dir = 4;

33 end

34 A(pos(1)+ii,pos(2)+33)
35 end
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36 pos(l) = pos(1l)+ii;

37 pos(2) = pos(2)+3j;
38 end

39

40 $Graphic

41 clims = [0 1];

42 colorbar

43 colormap (flipud (gray) )

44 imagesc (A, clims)

45 axis equal

46 axis ([0 width 0 height])

3.2.d. Példa - Silverman cellularis automatai

Brian Silverman nevéhez 3 ismertebb cellularis automata szabaly kotodik
(Seeds —Magok, Brian's Brain — Brian agya, Wireworld - Drotvilag). Ezek koziil
az elébbi kettd részletesebb bemutatasa kovetkezik.*

Magok (Seeds) — Hasonlit Conway ¢életjatékahoz, azonban néhany szabalybéli
kiilonbség miatt, jelentdsen mas a modell fejlédése. Az emlitett modell (17.
Forraskod) a szabalyrész moédositasaval alkalmas lesz az alabbi automatak
(19. Forraskod, 20. Forraskod) futtatdsara is. A modell kétdimenzids végtelen
¢lettérben valosul meg. A cellaknak tovabbra is két allapota van, €16 és halott.
A modell Moore-szomszédsagot hasznal a szabaly értelmezéséhez, amelyek
a kdvetkezoképp foglalhatok dssze egy mondatban: A cella é16vé valik, ha halott
volt és pontosan 2 ¢l6 szomszéddal rendelkezett, minden mas cella meghal.
Azokat a mintdkat, amelyek minden celldja meghal az adott generacioban,
fonixnek nevezziik. A szabaly masodik felébdl kovetkezd rovid életciklus
ellenére az alacsony sziiletési feltétel (2 ¢l6 szomszédos cella) miatt, a legtobb
minta, képes gyorsan terjeszkedni és vele parhuzamosan kaotikussa valni.
Ebbdl kifolyolag Wolfram osztalyozasa szerint CA3 sejtautomata kategoriaba
esik. A program futtatasahoz elég tetszdleges kiindulasi sejtmintat megadni,
¢és az életjaték-modell (17. Forraskod) ciklusmagjat modositani az alabbi fel-
tétel szerint (Wojtowitcz, 2000).

“https://conwaylife.com/wiki/Brian_Silverman (2024.08.02.)
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19. Forraskod — Seeds

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

for k = 1:N
for i = 2:1-1
for j = 2:h-1
B(i,3) = A(i,3)7
count = calcNeighbor (A,i,J);
if A(i,]) ==1
B(i,3) = 0;
elseif A(i,j) == 0 && count ==
B(i,3) = 1;
end
end
end
A = B;
plot (A)
end

Brian agya (Brian s Brain) — A modell tekinthet6 a Seeds modell folytatasanak,
vagy tovabbfejlesztésének. Szintén végtelen kétdimenzids életteret hasznal,
azonban ebben az esetben a sejtek 3 allapottal rendelkeznek (é16, haldoklo,
halott). Az elérhet6 €16, haldokld és halott allapotok tiikrében a szabalyrendszer
kiegésziil azzal, hogy minden ¢él6 cella, haldoklo allapotba keriil. Ez az allapot
nem szamit élének a szomszédossag vizsgalatakor, és akadalyozza az 1j, él6
cellak sziiletését. A haldokld allapotnak (az €16 sejtek a kovetkez6 iteracioban
haldokloéva valnak) koszonhetéen, ebben a modellben, gyakori az iranyitott
mozgas, tehat foleg tirhajé mintak alakulnak ki. A program futtatasahoz ebben
az esetben is elég az életjaték-modell (17. Forraskdd), vagy a Seeds-modell
(19. Forraskod) ciklusmagjat modositani az alabbi feltétel szerint, illetve tet-
sz6leges kiindulasi sejtmintat megadni.

20. Forraskod — Brian agya

17
18
19
20

for k =
for i

for

1

]

:N
2

:1-1
2:h-1

B(i,j) = A(i,J)7
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21 count = calcNeighbor (A,1i,3);

22 if A(i,7) ==

23 B(i,j) = 0;

24 elseif A(i,j) == 1
25 B(i,3) = 2;

26 elseif A(i,j) == 0 && count == 2
27 B(i,j) = 1;

28 end

29 end

30 end

31

32 A = B;

33 plot (&)

34 end

3.2.3. Tobbdimenzids sejtautomatak

A kovetkezdokben tekintsiink meg néhany dsszetettebb tobbdimenzios modellt,
amelyeket a mérnokok a mindennapokban is hasznalnak.

3.2.e. Példa - SIR és mas jarvany modellek

Neviikb6l adédoan jarvanyok cellularis automatadkkal valdo modellezésre
hasznalatosak. Ezek a modellek leggyakrabban a lehetséges allapotok de-
finidlasaval adhatok meg. A jarvany terjedése a szomszédos cellak tulajdon-
sagaira vonatkozo kovetelményekkel modosithatd. A szomszédossag vizsgalata
altalaban Moore-mddszer szerint zajlik, és minden generacié egy idéegységnek
felel meg. Mivel a legtdbb jarvany viszonylag gyors id6lefolyast, ezért sok
esetben a sziiletés és halalozas (azaz életdinamika) elhanyagolhaté a modell
szempontjabol. Egyik legegyszeriibb tipusa a cimben emlitett SIR modell, ami
0 — érzékeny (suspectible), 1 — fertdzott (infected) és 2 — gydgyult, ellenallo,
eltavolitott (recovered, resistant, removed) allapotokat alkalmaz. Ez a valtozat
figyelmen kiviil hagyja az ¢életdinamikat és szabalyrendszere nem teszi lehetd-
vé az ujrafert6zédést. Ebbdl kifolyolag jarvany tipusatol fiiggden tobb modell
is létezik. Az alapmodell alkalmas egyszerli kanyar6 és mas hosszantartd
immunvalaszt kivaltd betegségek modellezésére, azonban példanak okaért AIDS
¢s COVID esetén modositasokra szorul. Barmely tetszéleges idépillanatban N
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populacio értéke konstans €s kifejezhetd az adott allapotokban levd egyedek
Osszegével (Kermack & McKendrick, 1921).

N=S(t) +I(t) + R(t) (3.15)

Kiindulasi szabalyrendszer:

+  FErzékeny (betegségnek kitett) cella fertézotté valik, amennyiben legalabb
2 fertézott szomszéddal rendelkezik.

*  Egy cella gyogyultnak tekinthetd, ha allapota fertézott és 4, vagy kevesebb
fert6zott szomszédja van.

*  Végso allapotban levé (gyogyult/halott) cella allapota nem valtozik.

A SIR modell megvalositisdhoz csupan harom képletre van sziikség. Erdemes
megfigyelni, hogy a mintakodban megadott paraméterck alapjan, a betegségbdl
vald gyogyulas utan, az adott egyén nem fertézddhet Gjra (4 = 0). A delta
értékének novelésével, tehat idéleges immunitas szimulalasaval, az eredmények
latvanyos eltérést fognak mutatni (Frost, 2018).

ds(t)

N CL0)
= PSOIO - V1Y (3.16)
O iy

21. Forraskod — SIR MATLAB kod

1 beta = 5*10"-8; % fertdzodés sebessége

2 gamma = 0.12; % gydgyulds sebessége

3 delta = 0.0; % immunitds elvesztésének sebessége

4 N = 5000000; % teljes populdcié N =S + I + R

5 I0 = 10; % fertdzottek szama elsd napon

6 T = 400; % vizsgalt iddétartam

7 dt = 1/4; % iddéintervallum, lépésnagysag (6 ora)

8

9 [S,I,R] = sir model (beta,gamma,delta,N,I0,T,dt);

10 tt = 0:dt:T-dt;

11

12 plot(tt,s, 'b',tt,I, 'r',tt,R, 'g', 'LineWidth ',2.5);

grid on;
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13

xlabel ( 'Napok szama ') ;
(5 millié lakos)’);

ylabel ( 'Vizsgédlt populacid

mérete
14
15 legend('S', 'T'", 'R");
16
17 function [S,I,R] = sir model (beta,gamma,delta,N,I0,T,dt)
18
19 S = zeros(1l,T/dt);
20 I = zeros(1l,T/dt);
21 R = zeros(1,T/dt);
22
23 S(1) = N;
24 I(l) = I0;
25
26 for tt = 1:(T/dt)-1
27 dS = (-beta*I(tt)*S(tt) + delta*R(tt)) * dt;
28 dI = (beta*I(tt)*S(tt) - gamma*I (tt)) * dt;
29 dR = (gamma*I(tt) - delta*R(tt)) * dt;
30 S(tt+l) = S(tt) + ds;
31 I(tt+l) = I(tt) + dI;
32 R(tt+l) = R(tt) + dR;
33 end
34 end
5 x10° i 5 x10°
L — 3
£ i
g —R :g
8 3 2 3
= =
£, £
sgzlnl %%l
0 0
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

Napok szama

Napok szama

83. Abra — SIR modell, delta = 0 és delta = 0.025 esetén
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Az alap SIR modell kiegészithet6 életdinamikaval. Ebben az esetben 0j egyedek
johetnek 1étre és halhatnak meg. Mivel epidemoldgiai szempontbol sok esetben
a gyogyult és halott ugyanazt jelenti (nem fertéz tovabb), nem sziikséges kiilon
allapottal jeldlni. Conway életjaték-modellje ehhez a modellhez is alapként
szolgalhat.

22. Forraskod — SIR modell cellularis automatdaval

1 clear all, close all, clc

2

3 % 0 - Gydébgyult/Halott (R)

4 % 1 - Erzékeny (S)

5 % 2 - Fertdzott (I)

6

7 A = ones (50,50);

38 1 = height (Ad);

9 h = length (A);

10 N = 20;

11 B = A;

12

13 X = [25,25,26,27,27,44,44,45];
14 = [25,26,25,26,28,45,44,45];
15

16 for 1 = 1l:length (X)

17 A(X(1),Y(1)) = 2;

18 end

19

20 plot (a)

21 for k = 1:N

22 for 1 = 2:1-1

23 for 3 = 2:h-1

24 B(i,3) = A(L,]);

25 count = calcNeighbor (A,i,Jj);
26 if A(i,j)==1 && count >= 2
27 B(i,j) = 2;

28 elseif A(i,]j) == 2 && count <= 4
29 B(i,J) = 0;
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30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

function piece = calcNeighbor (A, x,Vy)

piece = 0;
for 1 = -1:1
for j = -1:1
if A(x+i, 3+y)

piece = piece + 1;

end
end
end
if A(x,3) == 2

piece = piece - 1;

end

end

function plot (A)
clims = [0 2];
colorbar
colormap cool
imagesc (A,clims)
pause (0.1)

end

2
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5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

84. Abra — Diszkrét térbeli SIR modell szimuldciéja (narancssdrga —
betegségnek kitett, fekete - fertdzott, fehér — gyogyult/halott)
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4. DISZKRET ESEMENYU RENDSZEREK (DEVS)

A DEVS (Discrete Event System Specification), olyan diszkrét eseményfolya-
matok Osszessége, amelyeket bizonyos id6kozonként mintavétellel lehet elérni.
A folytonos folyamatokkal ellentétben, itt csak egyes pontokban tudjuk lekér-
ni a rendszer kimeneti jeleit. Ahogy a neve is sugallja, egy ilyen rendszer alla-
pota csak akkor valtozik, amikor egy bizonyos esemény bekovetkezik. Azok
az események, amelyek miatt a rendszer allapota megvaltozik, az id6 mulasaval
nem folyamatosan, csak bizonyos pillanatokban fordulnak eld, tehat diszkrét
pillanatokban. igy egy diszkrét eseményrendszert az id6 bizonyos pontjain zajlo
események vezérelnek. Felhasznalasi szempontbol megemlithetjiik a Petri-
haldokat, melyek miikddését késébbi fejezeteinkben goreso ala vessziik.

Egy rendszer altalanosan leirhatd, mint objektumok halmaza, amelyek fliggenek
egymastol, vagy hatnak egymasra valamilyen formaban, hogy a meghatarozott
célokat elérjék. Ekozben a rendszerre hatassal lehet sajat kornyezete. Eppen
ezért kiemelten fontos a ketté — rendszer ¢s kornyezet — megkiilonboztetése.
Ezenkiviil érdemes meghatarozni néhany alapvetd fogalmat a diszkrét esemé-
nyl rendszerekkel kapcsolatban:

Egyed (Entity) — Egy érdeklddés targyat képezoé objektum a rendszerben, ahol
ezek kivalasztasa a kutatas céljatol és részletességétol fligg.

Tulajdonsag (Attribute) — Tulajdonsagok segitségével keriilnek leirasra a rend-
szer entitasainak (egyedeinek) jellemzo6i. Egyes jellemzdk vonatkozhatnak
kizarolag az adott egyedre, ilyen esetekben ezeket lokalis értékként ajanlott
kezelni.

Allapot (State) — A rendszer allapota valtozok halmaza, amely képes leirni
az adott rendszert barmelyik adott pillanatban.

Esemény (Event) — Egy torténés, ami valtozasokat okozhat a rendszer alla-
potaban. Megkiilonbdztetiink endogén (rendszer altal generalt) és exogén (rend-
szer kdrnyezete altal kivaltott) eseményeket.

Eréforrasok (Resources) — Az eréforras egy olyan egyed, ami valamiféle szol-
galtatast nyljt a dinamikus entitasoknak. Az er6forras kiszolgalhat egy vagy
tobb egyedet egy idében, utdbbi esetben parhuzamos kiszolgalas torténik. Egy
dinamikus egyed igényelhet egy vagy tobb egységnyi eréforrast. Ha engedélyt
kap az eréforras elfoglalasara, akkor bizonyos ideig marad, majd felszabaditja
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a hasznalt eréforrast. Amennyiben a kérést az er6forras megtagadja, az egyed
varésorba csatlakozik, vagy mas miveletet hajt végre (pl.: atiranyitjak masik
er6forrashoz, kilép a rendszerbdl). Az er6forrasoknak sok lehetséges allapota
1étezik. Alapesetben tétlen és foglalt allapotokkal rendelkeznek, de egyéb le-
hetdségek kozott szerepelhetnek a sikertelen, zarolt, ki¢hezett allapotok is.

Lista feldolgozas (List processing) — Az egyedek kezelése, szolgaltatast nytj-
t6 eréforrasokhoz vald hozzarendeléssel torténik. Ez vagy eseményjelzék
csatolasaval kerlil megvaldsitasra, ami felfliggeszti a miikodésiiket, vagy egy
rendezett listara vald beiktatassal. Ezek a listak szimbolizaljak a varoélistat.
A listak gyakran FIFO (first-in-first-out) modszer alapjan vannak feldolgozva,
de 1éteznek mas lehetdségek is, mint példaul LIFO (last-in-first-out) eljaras, de
lehet egy valasztott tulajdonsag értéke alapjan, vagy épp véletlenszeriien, csak
hogy néhanyat emlitsiink. Arra vonatkozoan, hogy milyen esetben lehet fontos
egy adott tulajdonsag értéke, jo példa lehet az SPT (shortest processing time)
iitemezés. Ebben az esetben a feldolgozasi id6 tarolhatd egyedenként, mint
tulajdonsag. Ezutan az egyedek az emlitett tulajdonsag értéke szerint lesznek
rendezve ¢és keriilnek sorra.

Miivelet és késleltetés (Activities and delays) — A miivelet tulajdonképpen egy
id6tartam, aminek hossza ismert a miivelet megkezdése elott. Ebbol kovetkezik,
hogy amikor a miivelet megkezddédik, a miivelet vége ismert és lehetdvé teszi
az litemezést. Az id6tartam lehet konstans, statisztikai szorason alapuld véletlen
érték, matematikai miivelet, bemeneti érték egy fajlbol, vagy esemény alapjan
szamitott. A késleltetés egy hatarozatlan idétartam, aminek oka valamiféle
rendszerallapotok kombinacidja. Amikor egy egyed csatlakozik az eréforras
varolistajahoz, a varakozas ideje lehet kezdetben ismeretlen, hiszen az érték
mas bekdvetkezd események fliggvénye. Példaul egy fontos rendelés, vagy
kritikus utasitds megelézi a mar er6forrasért sorban allo egyedeket ¢s hama-
rabb kertiil kiszolgalasra.

A diszkrét esemény szimulaciok olyan miiveleteket tartalmaznak, amelyek
az 1d6 mulasat vonjak maguk utan. A legtobb diszkrét esemény szimulacid
tartalmaz késleltetéseket, ahogy az egyedek varakoznak. A miivelet kezdete és
vége, valamint a késleltetés is eseménynek szamitanak (Kmet, Modellezés és
Szimulacio 2020, 2018) (Kmet, Modellezés és szimulacio elmélete és eszko-
zei, 2021).
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1. Tablazat — Kiilonboz6 rendszerek egyedei, eseményei és miiveletei

Rendszerek Egyedek Tulajdonsagok Miivelet
Piac Ugyfelek Termékek Fizetés
Telefonhalozat Uzenetek Hossz Tovabbitas
.. Pénz fel-, és
Bank Ugyfelek Egyenleg betétele
. Sebesség és ,
Forgalom Autok , , Vezetés
tavolsag
Gyértosor Termékek Hatrale,:vo I,{endfflesek
rendelések érkezése
Mindségellendrzd Termékek Mindség Ellendrzés
rendszer

Determinisztikus és sztochasztikus miiveletek — Amennyiben egy miivelet
végkimenetele teljes egészében meghatarozhatdo a bemenetek alapjan, akkor
determinisztikus miiveletekrél beszéliink. A miivelet gyakran a rendszerkdrnye-
zet része, mivel nem barmely id6pillanatban ismert a pontos kimenetel. Példaul
a gyartosoron a termékek mennyisége szamos faktor fliggvénye: véletlen aram-
kimaradasok, munkassztrajkok, géphiba és igy tovabb. Ha a miivelet teljesen
sztochasztikus, nincs ismert magyarazat a véletlenszertiségére. Ennek értelmé-
ben az emlitett kifejezések tekinthetdok egymas ellentétjének. Néhany esetben,
ha a mivelet leirasdhoz tul sok részlet sziikséges, akkor sztochasztikusként
szoktak kezelni.

Endogén és exogén miiveletek — Endogén miveletek azok, amelyek a rend-
szeren beliil fordulnak eld, mig exogén miveleteknek nevezziik a kdrnyezeti
miiveleteket, amelyek hatassal vannak a rendszerre. Ha a rendszerre nem hat
exogén aktivitas, zart rendszernek nevezziik. Amennyiben megfigyelhetd exogén
miivelet, nyitott rendszerrdl beszéliink. Az el6z6 példanal maradva, egy gyarba
beérkez6 rendelések tekinthetdk a rendszer (gyar) hatdteriiletén kiviil esének,
tehat része a kornyezetnek ¢s igy exogén miiveletnek tekinthetd.

Diszkért esemény szimulaciés modell — Olyan modell, ami meghatarozhato
ugy, mint ahol az allapotvaltozok kizarolag idébeli diszkrét pontokon val-
toznak, amikor az esemény bekovetkezik. Az események miiveleti idok és
késleltetések kovetkezményeként fordulnak elé. Az egyedek ekdzben verseng-
hetnek a rendszerer6forrasokért, vagy varolistaikhoz csatlakoznak, amig elér-
hetd er6forrasra varakoznak. Miivelet és késleltetés idok ,,feltarthatjak™ az egye-
deket bizonyos idétartamokra. Diszkrét esemény futdsa szimuldcids idében
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(idétengelyen) torténik egy olyan mechanizmus altal, ami a szimulalt id6t
elére mozgatja. A rendszer allapota frissitésre keriil minden egyes eseménynél,
beleértve az erdforrasok elfoglalasat és felszabaditasat is (Chaturvedi, 2017)
(Zeigler, Muzy, & Kofman, 2019).

Id& vezérekt Allapotok [S] |
rendszer
Allapotok halmaza:
X=9R

Dinamika:

x =flxt) || 1dé (t)
Esemény Allapotok (s) |
vezérelt rendszer | Sa

| S3 -
Allapotok halmaza: IE
X ={s3, 52, 53, S4} B - ! . - 960

Dinamika: t'1 Ez ta ‘h ts |—| (t)

=) t————t[Eseminyeie)

E1 €2 E3 24 es

85. Abra — Idé és esemény vezérelt rendszerek Gsszehasonlitdsa

DEVS=(X Y56

exi

5'6

int’ A’ ta)
ahol:

¢ X - bemenetek halmaza

e Y -kimenetek halmaza

e S -szekvencidlis allapotok halmaza

* §, ~ QxX— Sakilso dllapotatmenet fliggvény

» §, ~S— Sabelsd allapotatmenet fiiggvény

e A -S — Yakimenetet leiré fliggvény

* ta-S5->R;U coazidf lépését leird fliggvény

e Q={(s e)[s€S, 0<ecxta(s)} az 6sszes allapot halmaza

A megfigyelt rendszer S allapotban van és a kiilsé eseményrendszer S allapotban
is marad. Az eltelt id6 hossza ta(s), ahol a rendszer e = ta(s) idére aktivalja a
A(s) kimenetet és ezzel megvaltozik az allapot §,  (s)-re. Exogén (kiils8) esemény

szintén képes allapotvaltoztatd hatas kifejtésére (6, ), mely esetben x kiilsé
esemény, amit s allapot és e id6 hataroz meg. Az e valtozo jeldli, hogy mennyi
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idot toltott a rendszer az s allapotban. A belsd allapotok kozti atmenet kimenetet
general, mig a kiils6 atmenetek nem generalnak kimenetet.

A jové ontisztito hamutartéja — A 86. Abra elnagyolt hétkoznapi példaval
igyekszik bemutatni a diszkrét ese-ményi rendszerek miikodését.

86. Abra — Rube Goldberg-gép

A fényes romantikus Hold 6sszehozza a torpepapagajokat (A) az iiléradon (B),
ennck hatasara a zsineg (C) megdonti az 6nt6z6kannat (D) és benedvesiti a po-
16t (E). A pold dsszemegy, leleplez egy portrét (F). A kutya (G) latvan gazdaja
arcképét csovalja a farkat és ezzel belesepri a hamut egy azbeszt zsakba (H).
A parazslo csikkek meggytjtjak a rakétat (I), ami kirepiti a zsak hamut az abla-
kon keresztiil a tavoli égboltra. (sajat forditas)

4.1. Tomegkiszolgalé és sorban allasi rendszerek

A témakor egészen Erlang (1878-1929) munkassagahoz vezethetd vissza €s
a kezdeti telekommunikacio fejlddésében betdltott fontos szerepe miatt, a ter-
minologia a mai napig az emlitett kutatasi teriileten megszokott kifejezéseket
hasznal. A tomegkiszolgalasi rendszerek (roviden TKR) analitikus formaban
korlatozottan hoznak hasznalhaté eredményeket, emiatt gyakran fordulnak
kozelitd eljarasok és szimulacios modellek hasznalatadhoz.
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A TKR-ek a mindennapi élet és ipar szamos teriiletén megfigyelhetk és val-
tozatosak, azonban az ilyen rendszerekben megfigyelheték kdzos vonasok:

» Igények beérkezése;

*  Arendszer kialakitasa meghatarozza az igények mozgasat a rendszerben;

»  Kiszolgalo egységek, kiszolgalasi elvek és idok fogalma;

*  Sorbanallasi helyek, varakozas, sorok, elutasitas;

*  Kiszolgalas;

e Igények tavozasa a rendszerbdl.

TKR-ekre megfelelé példak lehetnek a telekommunikacios rendszerek, sza-

mitoégépes halozatok, tomegkdzlekedés (busz, vonat, repiild stb.), posta és ki-
szallitas, gyartérendszerek, korhazak és a szolgaltatasok nagy része.

A TKR allhat tobb egyszeri vagy Osszetett tomegkiszolgald egységbdl, és
az ilyen rendszerek rendelkezhetnek egy, vagy tobb be- és kilépési ponttal.

Entity IFO @ )IX

lgények Sorbanallé helyek és igények  Kiszolgalo egység Tavozo igények

87. Abra — Egyszerii tomegkiszolgdldsi rendszer SimEvents blokkjaival
dbrazolva

TKR matematikai leirasa:

e A beérkezési folyamat azonositdsa, ami meghatarozza a beérkez6 igénye-
ket (igények lehetnek elvontak és rendszeren beliil is 1étrejohetnek).

* A rendszerbe belépd igények szama és eloszlasa a rendszer allapotanak
figgvénye.

e Az érkezési folyamatot altalaban, az egymas utan érkez6 igények kozti id6-
intervallumok, valdszintiségeloszlasaval fejezik ki.

*  Figyelembe kell venni az adott rendszer felépitését és logikajat (pl. repté-
ren az utazoknak at kell haladni néhany kételezo ponton).

*  Kiszolgalas szabalyai: FIFO, LIFO, prioritas stb.

* Figyelembe kell venni a rendszer azon mutatoit €s jellemzdit, amelyek
Osszefiiggenek a kutatas céljaval (pl. varakozasi idd, atlagos varakozas,
sorhosszusag). (Sztrik, 2009), (Gyorfi, Gyori, & Pintér, 2002), (Szeidl, 2009)
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Centralis zart rendszer

Ez az egyik legegyszeriibb modell, mely akar szamitogépek matematikai
modelljének is tekintheté. A rendszerben K rogzitett mennyiségli igény van
jelen. A rendszer kialakitasaban a nyilak reprezentaljak, hogy merre haladhat-
nak az igények. Minden kiszolgaldegység el6tt elegendd sorbanalld-hely van
a legfeljebb K-1 igénynek. A kiszolgaloegységek FIFO (First-in-first-out) elv
alapjan szolgaljak ki a sorra keriil6 igényeket, a kiszolgalasi idok fiiggetlenek
egymastol és az i-edik egységen azonos F,(x), 0 < i < M eloszlasuak. Ha egy
adott kiszolgalas befejez6dik a nulladik egységen, akkor onnan az igény
p,0sisM(p,20,p,+..+p,=1) valoszinliséggel atmegy az i-edik egységre, a rend-
szer allapotatol és kiszolgalasi idoktdl fiiggetleniil. Amennyiben a kiszolgalas
valamelyik i-edik, 1 < i< M egységen véget ér, akkor 1 valoszintiséggel a 0-ik
kiszolgaloegységhez keriil. A nulladik egység kiemelt szerepe miatt kapta
a modell a kdzponti (centralis) jelzot.

Fo(x)

O kiszolgédlo

88. Abra — Egyszerii kiszolgdlé rendszer
Rendszerek Kendall-féle osztalyozasa

A kiillonb6z6 gyakran hasznalt modellek sziikségessé tették, hogy kategorizaljuk
Oket. A sziikséges modellek feladatonként eltérnek, azonban léteznek gyakran
el6fordulé modellek, amelyek akar komplex rendszerek épitokovei is lehetnek.
A rendszereket négyparaméteres szimbolum irja le réviden.

A[B[m|/[n
ahol:
A - az igények kozti id6kozok eloszlasa
B - a kiszolgalasi id6k eloszlasa
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m - kiszolgal6 egységek szama (véges,végtelen)
n - varakozasi helyek szama, varakozasi sor hossza vagy masnéven kapaci-
tas. Ha ez a paraméter co akkor az utolsé paraméter elhagyhato

Ha a sorbanall6-helyek szdma n = 0, akkor a rendszert elutasitasos rendszernek
nevezzik.

A jelolés A és B valtozoi az alabbi értékeket hasznalhatjak:

M - exponencialis
D - determinisztikus
G - Altalanos

A leggyakrabban el6fordulé kiszolgalasi elvek

A TKR vizsgélata sordn, eldszor azt kell meghatarozni, hogy az adott rendszert
milyen szempontbdl elemzik. A vizsgalat és az elemzés leggyakrabban olyan
mutatok meghatarozasa koré épiilnek, amelyek a rendszer hatékonysagéval
kapcsolatban informaciét tudnak adni. TKR-t lehetséges épiteni mar 1étez6 rend-
szer alapjan és/vagy a tervezés soran is hasznos lehet. Egy komplex rendszer
esetén, effektivitds szempontjabol, kritikus lehet a megfeleld kiszolgalasi al-
goritmusok megvalasztasa.

FIFO (First in first out) — ires kiszolgalo egység esetén az érkezd igény
azonnal kiszolgalasra keriil, sor esetén a kiszolgalas érkezési sorrendben
torténik.

LIFO (Last in first out) — a kiszolgalo egység, a rendszerbe utoljara belépett
egység kiszolgalasaval foglalkozik.

FCFS és LCFS (First come first served, Last come first served) — nagyon
hasonlitanak és gyakran szinonimaként hasznaljak az el6bbi két kifejezés-
re, azonban van eltérés a két elv kozott. Az esetek tobbségében az eredmény
ugyanaz, az eltérés abban nyilvanul meg, hogy a rendszer az igények ér-
kezési idejét figyeli.

Véletlen sorrend — a sorbanallok koziil a kovetkezot, véletlenszertien va-
lasztjak ki valamilyen eloszlas szerint.

Prioritas — a rendszerbe érkezd igényeket véges M osztalyba sorolja, és
az igény tipusa szerint, belépésnél kap egy (prioritasi) indexet. Magasabb
index, magasabb prioritast jelent. A kiszolgaldegység felszabaduldsakor
a legmagasabb prioritasu igény keril sorra. Azonos index esetén, az eldbb
felsorolt elvek valamelyike segit a dontéshozatalban.
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e Abszolit prioritas — Ha az adott igény kiszolgalasi ideje alatt egy
magasabb prioritasu igény érkezik, a kiszolgalas azonnal megszakad, az
igény visszakeriil a sorba és a magasabb prioritast igény veszi at a helyét.

e Relativ prioritas — E16bbit6l annyiban tér el, hogy nem szakad meg a fo-
lyamatban levé prioritas, viszont utana azonnal a legmagasabb prioritasu
kovetkezik.

* Idéosztasos Kiszolgalasi algoritmus — A modern telekommunikacios rend-
szerek és a nagy eréforrasokkal rendelkezd szamitogépek alapja. Altalaban
komplex TKR-ck esetén effektiv. Az elv sajatossdga, hogy lehetové teszi
a rész-kiszolgalast. Ilyenkor az igény egy toredéke kertil teljesitésre, majd
visszakeriil a varakoz6 igények kozé.

G/G/1 tomegkiszolgalasi rendszer leirasa FIFO kiszolgalasi elv mellett

Arendszer vizsgalata t,= 0 id6pontban és iires kezddpontban L(0) = 0 kezdddik.
A sorhosszusagot kifejezd L(t) folyamat jobbrol folytonos. Az igények a rend-
szerbe az egymas utdni t, = x,, t,= X,+ X, .. idOpontokban érkeznek és a

t=X+-+X, i=12. (4.1)

idépontban beérkez0 i-edik igény kiszolgalasi idejét Y, jeloli. Ebbdl lathato, hogy
X=t-t, i=12. (4.2)

Ekkor, ha ismert a rendszer (X, Y ), i = 1, 2, ... in. meghatroz6 sorozata, akkor
ez a sorozat tetszOleges t > 0 id6pontban meghatarozza a rendszer allapotat, és
a feladat az, hogy kiindulva az sorozatbdl, eljarast adjunk a rendszer kiilonbo-
70 jellemzodinek meghatarozasara, tetszdleges t idépontban. Amennyiben adott
a rendszer meghatarozo sorozata, akkor tetszéleges t > 0 esetén a [0, t) id6-
intervallumban beérkezé igények és onnan tavozd igények szama megadha-
to a kovetkezé mennyiséggel:

K=max {K:t, < t}, K'=max {k: s,< t} (4.3)

Jelolje N(t), illetve M(t) a t (t = 0) idOpontig a rendszerbe érkezd K, illetve

onnan eltavozott K’ igények szamat. Ekkora t,i=1,2,..K illetve s, i =1, 2,..K’
felhasznalasaval kapjuk

NG =Y I(t<t), M(t) = 5 I(s,<t)

és innen

L(t) = N(t) - M(t).
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Jelolje s, azt az idGpontot, amikor a n-edik igény kiszolgalasa befejezddik, €s
legyen L = L(s ), n > 1.Jeldlje Z azon igények szamat, amelyek az n-edik igény
Y kiszolgalési ideje alatt Iépnek be a rendszerbe, azaz Z = N(s ) - N(s -Y ), n=>1.
Ekkor az L= 1, 2,... sorozatra érvényes a kdvetkezd rekurrens szabaly (Markov-
tulajdonsag) (Szeidl, 2009):

L=I(L_>0)(L ~1)+Z=(L ~1)+Z (4.4)

Poisson-folyamat

A fiiggetlen névekményti folyamatok fontos, specialis esetét képezi a Poisson-
folyamat. Fontos szerepet jatszik a tdmegkiszolgalasi rendszereken kiviil szamos
kutatasi teriileten, mint példaul az 6kologia és kvantumoptika.

Az {N(t), t 2 0} nemnegativ értékeket felvevd, balrdl folytonos sztochasztikus

folyamatot A(A > 0) paraméter(i, homogén Poisson-folyamatnak nevezziik, ha:

1. N(0)=0,

2. N(t) fuggetlen novekményi folyamat,

3. Tetszoleges 0 <s < tesetén N(t) - N(s) eloszlasa A(t - s) paraméterii Poisson,
azaz

P(N(t) - N(s) = k) = Lf,‘ Meaws, k=0,1, .. (4.5)

A definici6 szerint az N(t), t 2 0, n(0) = 0 Poisson-folyamat, olyan balr6l folyto-
nos fiiggetlen ndvekményti 1épcsds folyamat, melynek minden N(t) - N(s), 0 < s
< t névekménye csak nemnegativ egész értékeket vehet fel, és a ndvekmény
eloszlasa A(t - s) paraméter(i Poisson.

Poisson-folyamatok konstrukcidja

A Poisson-folyamatok konstruktiv megadasa, fontos szerepet jatszik az elmélet
¢és a gyakorlat (szimulacidos modszerek alkalmazéasa) szempontjabol egyarant.
Legyen X, X,, ... fiiggetlen 1 paraméterli exponencialis eloszlast valdsziniiségi
valtozok sorozata. Vezessiik be a

N(t)=Y I(X+-+X <t),t=>0 (4.6)

m=1
sztochasztikus folyamatot. Ekkor N(t) homogén 1 intenzitast Poisson-folyamat.
Legyen U,, U,, ... fiiggetlen, a (0, T) intervallumon egyenletes eloszlast véletlen

valoszinliségi valtozok sorozata, és legyen N ezektdl figgetlen AT paraméteri
Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozo. Jelolje
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N
N(t)=3 I(U <t),0stsT (4.7)
m=1
Ekkor N(t) homogén A intenzitasti Poisson-folyamat a [0,T | intervallumon.

4.2. Markov-lancok

A Markov-lanc egy matematikai rendszer, amely allapotok halmazabdl és
az allapotok kozotti atmenetek valdszintiségeibdl all. Nevét Andrej Andrejevics
Markov orosz matematikusrdl kapta, aki a 20. szdzad elején dolgozta ki
az elméletet. A Markov-lancok alapja az a feltételezés, hogy a jovObeni allapot
csak a jelenlegi allapottdl fiigg, és fliggetlen a multbeli allapotoktol. Ezt az
elvet nevezziik Markov-tulajdonsagnak, vagy memoria nélkiili tulajdonsagnak.
A Markov-lancok ismertetéséhez eldszor néhany fogalmat vezetiink be (Fewster,
2014).

Diszkrét idejii Markov-lanc: egy diszkrét idejii Markov-lanc az aldbbiakbol

all:

«  Allapottér (S): Egy véges vagy megszamlalhatoan végtelen halmaz, amely
az 0sszes lehetséges allapotot tartalmazza.

+  Atmeneti valésziniiségek (P): Az S halmaz minden eleméhez (i, j € S) egy
P (i, j) valoszintiségi értéket rendeliink, amely megadja az i allapotbdl a j
allapotba torténd atmenet valdszintiségét. Ezek a valdszintiségek teljesitik
a kovetkezo feltételeket:

P(i,j) 2 0 minden i, j € S esetén.
é' P(i, j) =1 minden i € S esetén.
J

Markov-tulajdonsag: Egy Markov-lanc rendelkezik a Markov-tulajdonséaggal,
haaP(X =i |X =i ,X =i ,.,X=i)=PX, =i, |X=i)feltétel
teljestil minden n > 0 és By, 1, e B, 0, € S esetén. Ez azt jelenti, hogy
aX  allapot feltételes eloszlasa csak a jelenlegi X allapottol fiigg, €s fliggetlen

az eldz6 allapotok sorozatatol.

Atmeneti matrix: Egy |S| X |S| méretii matrixot, amelynek elemei az egyes
allapotok kozotti atmenetek valdszintiségeit tartalmazzak, dtmeneti matrixnak
neveziink. Jeloljikk az &tmeneti matrixot P-vel. Ha P azi allapotbol a j allapotba
torténd atmenet valoszintiségét jeloli, akkor az adtmeneti matrix elemei a ko-
vetkezd feltételeket teljesitik:
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Minden P, > 0 (minden elem nemnegativ).

Minden sor elemeinek 6sszege 1, tehat: }; p,= 1.
jes

Az atmeneti matrix altalanos forméaja:

P, P, Py
p= ?21 Pzz .st
Pg, Py, - Py

Ennek fliggvényében tekintstink meg egy példat. Vegyiink egy egyszerti Markov-
lancot, amelynek harom allapota van: 4, B, és C. Az allapotok k6zotti atmenetek
valdszintiségeit az alabbi matrix irja le:

05 03 02
P=|04 04 0.2]
03 03 04

Ez azt jelenti, hogy példaul az A éllapotbol 0.5 valoszintiséggel maradunk az A
allapotban, 0.3 valészintiséggel atmegyiink a B allapotba, és 0.2 valoszinliséggel
a C allapotba.

Valosziniiségszamitasi fogalmak: Véletlen kisérletnek neveziink minden
olyan kisérletet, amely eredményeinek halmazat elére ismerjiik, azonban
a pontos kimenet ezek kozott véletlen alakul ki. A véletlen esemény — mas
néven kisérlet — eredménye az, amit kimenetelnek neveziink. Egy véletlen
esemény soran - egy meghatarozott kisérletben — elemi eseménynek nevezziik
az egymast kolcsondsen kizard lehetséges o kimeneteleit. Az Osszes elemi
esemény (nem tires) (2 halmazat eseménytérnek nevezziik. Ha az 2 eseménytér
véges, vagy megszamlalhatéoan végtelen elembdl all, akkor azt mondjuk, hogy
az elemi eseménytér diszkrét. Az eseménytér lehet véges, megszdmlalhatdan
végtelen (diszkrét), vagy megszamlalhatatlanul végtelen (folytonos) (Hangos
& Szederkényi, 1999).

Adott a nem iires megszamlalhatd Q, elemi események tere (eseménytér).
I' c 29 — események halmaza

P: I'- < 0;1 > — val6észintiség eloszlas

(Q, I P) — alap valdszinliségi mez6
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Véletlen kisérletek elvégzése soran, az egyes események bekovetkeztének
valoszintlisége, szamértékként fejezhetd ki. A bekovetkez6 w elemi esemény
egy a véletlentdl fiiggd X(w) szamértéket eredményez.

Egy ©Q-n értelmezett X(w) valds fiiggvényt — vagyis egy olyan fiiggvényt,
amely minden ® elemi eseményhez egy valds szamot rendel — valdszintiségi
valtozonak neveziink, ha tetsz6leges x valos szam esetén {w: X(w) < x} € I', vagyis
az {w: X(w) < x} € I halmaz esemény. Ez utobbi halmazt szokas az x értékhez
tartoz6 nivohalmaznak is nevezni.

Az X valoészintségi valtozd diszkrét, ha az értékkészlete véges, vagy meg-
szamlalhatéan végtelen.

Amennyiben az X diszkrét valoszinliségi valtozo értékkészlete X, Xy ,akkor
ap,= P(X = X, ), i=1,2,... szamokat az X eloszlasanak nevezziik.

Véges, vagy végtelen sok szam akkor és csakis akkor alkot diszkrét eloszlast, ha
azok nem negativak és az 6sszegiik 1.

Az F(x) = P(x < x), -00 < x < o0 fliggvényt az X valdszinliségi valtozo eloszlas-
figgvényének nevezziik.

Diszkrét esetben F(x) = )} p,,-00 < x < 00,

X<X
Egy X val6szinliségi valtozd folytonos, illetve folytonos eloszlasu, ha létezik
olyan nemnegativ integralhato siirliségfliggvény, f(x), -0 < x < 00, hogy tetszo-
leges —00 < a < b < 00 szamok esetén érvényes

F(b) - F(a) = f f(x)dx. (P(a<X<b)) (4.8)

Ekkor ‘
F(x) = ff(x)dx, -00<X<00 (4.9)

Azt a szamot, amely koriil az X valdszinliségi valtozé megfigyelt értékeinek az
atlaga ingadozik, varhat6 értéknek nevezziik. Legyen az X diszkrét valdszintiségi
véltozo, amely véges vagy megszamlalhatoan végtelen sok {x,, x,, ...} értéket
vehet fel p.= P(X = x, ), i = 1, 2,... val6sziniiség eloszlassal. Azt mondjuk, hogy
az X-nek létezik vérhato értéke és az E(X) = Z‘p X,

Folytonos eloszlas esetén

E(x) = f () dx (4.10)
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A Markov-lanc tranzitiv, ha tetszéleges allapotbol eljuthatunk tetszéleges alla-
potba, i.c.

Vij€Sp, >0 (4.11)
Ha a {X(t)},., tranzitiv Markov-lanc, akkor létezik olyan valoszintiségeloszlas
m=(m,, .., ), ahol T >0, 1=0,..n (4.12)
amire érvényes
T = 1P
lim pP'=m

t—00

Minden p, kezdeti valosziniiségeloszlasra.

i/N 1/N - 1/N
Bzl T M edon, @y
1N 1/N - I/N|,,

Markov-tétel: Adott az {X(t)}

allapotokkal, akkor .
{im D, (t)= m,j=0,..,n, ahol Y D, 0)=1, (4.14)
—00 j=0

«r tranzitiv. Markov-tipusti folyamat véges S

7= (m,, ..,m, ) eloszlas.
A linearis egyenletrendszer megoldasai a kovetkezok:
n

A,p=0,j=0,..nés Xp=1 (4.15)
0 i=0

=i

A sztochasztikus folyamatok fontos osztalya jellemezhet6 azzal a tulajdonsaggal,
hogy ha tetsz6leges megadott ¢, id6pillanatban ismerjiik a folyamatot, akkor
ez a legteljesebb informacio, amit a folyamatnak megadott ¢, id6pont utani
viselkedése leirasanal figyelembe kell venni a t, id6pontig vett megfigyelések-
bdl. Megéllapithato, hogy a folyamat jovébeli vis elkedésére a t, idSpontig
megfigyelt értékei koziil, csak az az érték van hatdssal, amelyet a folyamat a ¢,
idopontban felvesz.

Ez tekinthet6 egyfajta emlékezetnélkiiliségnek, de megfogalmazhato a kovet-
kezéképpen is: ,,a folyamat jovobeli viselkedése a jelenen keresztiil fligg
a multtol” (Michelberger, Szeidl, & Varlaki, 2001). Fizikai rendszerek esetén
a folyamatok értékei, gyakran a rendszer allapotat adjak meg a fazistérben,
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amelyek megfelelnek az elébbi tulajdonsagnak. Ha a folyamat valamilyen id6-
pontban egy x értéket vesz fel, akkor elmondhatd, hogy a rendszer az adott
idopillanatban az x allapotban tartozkodik. Az Osszes felvehetd értéket, vagy
allapotok halmazat allapottérnek nevezziik.

A Markov-lancok idéparamétere és lehetséges allapotok tere lehet diszkrét és
folytonos, ebbdl kifolyolag megkiilonboztetnek diszkrét és folytonos idejt,
azon beliil diszkrét ¢és folytonos allapotterii Markov-folyamatokat.

Az X folyamatot y allapotrendszert diszkrét idejii Markov-lancnak nevezziik, ha
minden lehetséges n =0, 1, ... érték és tetszOleges valasztott i, ..., I € y allapotok
mellett fennall.

P(X | X,=i),.,X=1)=P(X =i

n+1 n+1

|X =i) (4.16)

n+1

Ez az Osszefiiggés fejezi ki azt a korabban emlitett heurisztikus tulajdonsagot,
hogy a folyamat multtdl valo fiiggése a jelenen keresztiil torténik.

Kijelenthetd, hogy az X folyamat x allapotteri m-ed rendit Markov-lanc (m=1),
hamindenn =1, 2,.. és1i, € x, k=0, 1, ... mellett teljesiil

P(Xm—m_ n+m | X e Xn+m 1 n+m )
PX =i | Xn- 1,l X ) (4-17)

n+m n+m n+m- 1 n+m

alapjan bevezethetd

x ={lk,, ..k ):k, ..k Ex} (4.18)
allapotter(i
Y=(X,..,K. ) n=01. (4.19)

sztochasztikus folyamatot. Amikor
P(Y =(i ., .i, )Y,= (1 O Y £ (IR O )

- P(X’”’m i’“'m’ v X - n+1 | X ~ l i Xn+m-1 n+m-1 )_
= P(Xmm: in+m' ""Xn+1 el | X = 1 . Xn+m , n+m 1)_ (420)

=P(Y =(i i, )l Y (zn, ol 1))
Ez igazolja, hogy a bevezetett Y= {Y, Y, ..} folyamat els6rendii Markov-lanc.

Ap, (n,n+1)=P(X =jlX =i),i,j€x, n=0,1,.. mennyiségeketaz X={X , X , ...}
Markov-lanc egylépéses atmenetvaldszinliségeinek nevezziik.
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Az X Markov-lanc homogén, ha egylépéses atmenetvaloszintiségei fiiggetlenek

o

az n 1dotol, ekkor p; (n,n+1)= % i, j€x n=0,1, .. Ellenkezd esetben
a Markov-lancot inhomogénnek nevezziik.

Diszkrét egyenletes eloszlas

Legyen az X valoszinliségi valtozd diszkrét, melynek a lehetséges értékei
X={x,, ., X, ...}, n valamilyen pozitiv szdm (lehet végtelen) és mindegyiknek
azonos a valészintisége.

X eloszlasa egyenletes, ha

pkzp(xzxkani,zskm (4.21)

(Fehér & Jaruska, 2015)

23. Forraskod — Egyenletes eloszlas MATLAB kodja

1

0 J o Uk W N

11
12
13
14

15

16
17

$Egyenletes eloszlés

clear all, close all

N = 1000;

uniform min = 1; % Minimum érték uniform eloszlashoz
uniform max = 100; % Maximum érték uniform eloszlashoz
rng (123);

nbins = 100;

uniform samples = unidrnd(uniform max, 1, N);
histogram(uniform samples, nbins);

ylabel ( 'Gyakorisag');

hold on;

expected counts = ones(uniform min,uniform max) *
numel (uniform samples) / 100;

plot (uniform min:uniform max, expected counts, 'r-',
'LineWidth' , 2);

legend (' Véletlen generalt értékek ', 'Vart eloszléas');
hold off;
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89. Abra — Egyenletes eloszlds
Folytonos egyenletes eloszlas

Legyen a < b két tetszbleges valds szam. Azt mondjuk, hogy az X valdsziniiségi
valtozo eloszlasa egyenletes az (a, b) intervallumon, ha az f{x) stirGségfiiggvénye
létezik és fennall

1
fx)=1{ b-q X € (a,b) (4.22)
0,x¢ (a b)

Binomialis eloszlas

Nézziink meg egy n megfigyelésbol allo kisérletet, melynek soran azt nézzik,
hogy egy bizonyos A esemény hanyszor kovetkezik be. Egy kisérletben az A
esemény valosziniisége p, az ellentett esemény valdsziniisége 1 - p. A kisérletet
egymastol filiggetleniil n-szer megismételjiik. Az X valoszinliségi valtozo
lehetséges értékei a kisérletsorozatban az A esemény bekdvetkezésének szama.

Tegyiik fel, hogy
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p=P(A),0<p<1 (4.23)

Ekkor annak valdszintisége, hogy a kisérlet soran az 4 esemény pontosan k-szor
kovetkezik be, éppen

p,=P(X=k)= (kl) P (1-p) k=0, .. n (4.24)

(Fehér & Jaruska, 2015).

24. Forraskod — Binomialis eloszldas MATLAB kodja

1 % Binomidlis eloszlas

2 clear all, close all

3 N = 1000;

4 binomial dist = 0.05; % Binomialis eloszlas

5 rng (123);

6 nbins = 100;

7 binomial samples = binornd (N, binomial dist, 1,
N) ;

8 histogram(binomial samples,nbins);

9 ylabel ( 'Gyakorisag');

10

11 hold on;

12 x = 0:100;

13 y = binopdf (x, N, binomial dist) *N;

14 x1im([0,100])

15 plot(x, y, 'r', 'LineWidth', 2);

16 legend( 'Véletlen generalt értékek ', 'Vart
eloszléas' ) ;

17 hold off;
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90. Abra — Binomidlis eloszlds

Geometriai eloszlas

100

Egy kisérletben az A esemény valdsziniisége p, az cllentett esemény va-
l6szintlisége 1 - p. Egy kisérletsorozatban figyeljiik, hogy egy adott A esemény
hanyadik probalkozasra kovetkezett be eldszor. A valdsziniiségi valtozoval
a probalkozasok szamat jeloljiik, melynek lehetséges értékeia k=0, 1, 2, .., n,...
szamok lesznek és ezek valoszinlisége

p,=P(X=k)=p(1-p), k=1,.,n

(Fehér & Jaruska, 2015).

25. Forraskod — Geometrikus eloszlas MATLAB kodja

(4.25)

1

0 J o s w N

Q

% Geometrikus eloszlés
clear all, close all

N = 1000;

rng (123);

nbins = 100;

geometric samples = geornd(l/N, 1, N);

histogram(geometric samples,nbins);
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ylabel ( 'Gyakorisag');

10

11 hold on;

12 x = 0:max(geometric samples);

13 y = geopdf (x, 1/N)*N/10;

14 x1im ([0, 750017)

15 plot(x, y*N, 'r', 'LineWidth', 2);

16 legend( 'Véletlen generalt értékek' , 'Vart
eloszléas' ) ;

17 hold off;
100 T T T T T T T

Gyakorisag
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91. Abra — Geometrikus eloszlds MATLAB kédja

Poisson-eloszlas

Binomialis eloszlast mennyiségek esetén, ha az n ismétlések szama novekszik,
de kozben a p valoszinliség csokken ugy, hogy np = A alland6é marad, akkor
a binomialis eloszlas pk értékei kozelithetok a Poisson-eloszlassal. A Poisson-
eloszlast valdszintliségi valtozo lehetséges értékei nemnegativ egész szamok,

valoszintiségeloszlasa pedig

k
p,=P(X=k) =%e‘l, k=0,..,n A>0

(Fehér & Jaruska, 2015).
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26. Forrdaskod — Poisson eloszlas MATLAB kodja

1 % Poisson eloszlas

2 clear all, close all

3 N = 1000;

4 lambda = 70;

5 rng (123);

6 nbins = 100;

7

8 figure ()

9 poisson samples = poissrnd(lambda,N,1);
10 histogram(poisson samples,nbins);

11 ylabel ( 'Gyakorisag');

12

13 hold on;

14 x = 0:max (poisson_ samples);

15 y = poisspdf (x, lambda)*N;

16 plot(x, y, 'r', 'LineWidth', 2);

17 legend( 'Véletlen generdlt értékek', 'Vart

eloszléas', 'Location', 'northwest');
18 hold off;
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92. Abra — Poisson-eloszlds
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Exponencialis eloszlas

Egy valdsziniiségi valtozod exponencialis eloszlasu, ha siiriiségfliggvénye és el-
oszlasfiiggvénye

minden x pozitiv szamra. Ha x < 0 az f{x) és F(x) fliggvények értékei egyenlok
nullaval. A A egy tetszéleges pozitiv szam, ami az eloszlas paramétere (Fehér &
Jaruska, 2015).

_ ] Ae® x>0
X) = ’
) {am)

27. Forraskod - Exponencidlis eloszlas MATLAB kodja

1

0 ~J o s Ww N

11
12
13
14
15
16
17

18
19

o)

% Exponencidlis eloszlés

clear all, close all

N =

1000;

lambda = 10;
rng (123) ;
nbins = 100;

figure ()

exp

samples = exprnd(l/lambda, [N, 1]);

histogram(exp samples,nbins)

ylabel (‘Gyakorisag’);

hold on;

X =

y =

linspace (0, max(exp samples), N);
lambda*exp (-lambda*x) /5;

plot(x, y*50, 'r-', 'LinewWidth', 2);

legend( 'Véletlen generalt értékek ',

eloszlas');
hold off;
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93. Abra — Exponencidlis eloszlds

Normalis eloszlas

"o

Egy valoszinliségi valtoz6 normalis eloszlasu, ha siiriiségfiiggvénye

- (x-m)?
o) =

e 202

o/ 27 (4.28)

m - kozépérték
0 - szoras

ahol m tetszbleges valos szam, és ezek a valos szamok az eloszlas paraméterei.
A normalis eloszlasu valtozo eloszlasfiiggvénye

-(t-m)?
20°

1 x
F = 5y2m) f ¢ (4.29)

(Fehér & Jaruska, 2015).
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28. Forrdaskod — Normalis eloszlas MATLAB kédja

1 % Normélis eloszlés

2 clear all, close all

3 N = 1000;

4 mean = 50;

5 sigma = 14;

6 nbins = 100;

7 rng (123);

8

9 figure ()

10 normal samples = mean + sigma*randn(N, 1);

11 histogram(normal samples, nbins);

12 ylabel ( 'Gyakorisag');

13

14 hold onj;

15 x1im([0,100])

16 x = min(normal samples) :0.1l:max(normal samples) ;

17 y = normpdf (x, mean, sigma) *N;

18 plot(x, y, 'r', 'LineWidth ', 2);

19 legend( 'Véletlen generalt értékek ', 'Vart
eloszléas');

20 hold off;
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94. Abra — Normadlis eloszlas
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4.2.a. Példa — Szines labdak

Egy dobozban 2 piros, 5 sarga és 1 fehér golyo talalhatd. A dobozbol 2 labdat
hazunk ki.

X(w) valésziniiségi valtozo két értékkel:

2 — két labda azonos szinti

0 — két labda nem azonos szinii

Elemi események szama:

Osszes eset szama (g) =28

Két azonos szinii labda hiizasanak valészinlisége:

Két piros labda htizdsanak esetek szama: (;) =1
Két sarga labda huzasanak esetek szama: (; ) =10

Két fehér labda huzasanak esetek szama: (;) =0

Az 0sszes azonos szinil esetek szama:

17
pP(X=0)= 55

Nem azonos szinli labdak huizasanak valoszintisége:
Az 3sszes nem azonos szinil esetek szama az Osszes esetek szama és az azonos
szinii esetek szama kiilonbségeként adodik: 28 — 17 = 11

Az 0sszes nem azonos szinil esetek szama:

11
p,=P(X=2) =

29. Forraskod — Azonos szinii labda huzdasa

1 % golydk szine és szama

2 colors = { 'piros', 'sarga', 'fehér'};
3 counts = [2, 5, 11;

4

5 % szimulacidk szama

6 N = 10000;

5

8 % lehetséges kimenetelek

127



10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

34

35
36
37
38
39
40
41

outcome counts = zeros (length(colors),
length(colors));

same color counts = 0;
diff color counts = 0;
% 2 golyd véletlenszerd kivéalasztésa
for i = 1:N

perm = randperm(sum(counts)) ;

o)

% golydk szinének meghatdrozasa

balll color = find(cumsum(counts) >= perm(l), 1);
ball2 color = find(cumsum(counts) >= perm(2), 1);
outcome counts(balll color, ball2 color) =
outcome counts(balll color, ball2 color) + 1;
% golydk szinének ellendrzése
if balll color == ball2 color
same color counts = same color counts + 1;
else
diff color counts = diff color counts + 1;
end
end
% darabszamok valdszinlséggé alakitéasa
outcome probs = outcome counts / num simulations;

same color prob = [same_color_counts/num_

simulations, l-same color counts/num_simulations];

diff color prob = [diff color counts/num_

simulations, 1-diff color counts/num simulations];

% vizualizéacid hétérkép segitségével
subplot(l, 2, 1);

imagesc (outcome probs) ;

cb = colorbar;

cb.Label.String = 'Valdszinlség ';
xlabel('l. labda szine');

ylabel ( '2. labda szine');
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42

xticks (l:length(colors));

43 xticklabels (colors) ;

44 yticks (l:length(colors));

45 yticklabels (colors);

46

47 % vizualizacid oszlopdiagram segitségével

48 subplot(l, 2, 2);

49 bar (1, same color prob(l), 'FaceColor ', '#77AC30");

50 hold on;

51 bar (2, diff color prob(l), 'FaceColor ', '"#A2142F"');

52 xticks ([]);

53 text (1,same color prob(l)+0.05,

54 sprintf ('%.2f ', same color prob(l)),

55 'HorizontalAlignment ', ‘'center ');

56 text (2, diff color prob(1)+0.05,

57 sprintf ('%.2f’,diff color prob(l)),
'HorizontalAlignment ', ‘'center ');
legend ({ ‘Egyforma szin’, ‘Eltérd szin’},
'Location ',

58 'northwest ') ;

59 ylabel ( 'Valbészinlség ') ;

piros

j - |

fehér

iros a fehér
H IR

95. Abra — Hétérkép és oszlopdiagram a példa alapjin
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A hétérképen lathatd (95. Abra), hogy legnagyobb esély két egyforma szinii
labda kihtizasara sarga szin esetén van. Emellett lathato az is, hogy azonos szinii
golyok huzasanak az esélye 0.39, azaz 39%.

4.2.b. Példa - Mindségellendrzés

A gyartasi folyamat soran 2 adag terméket vizsgalunk. Minden termék osz-
talyozva van, mint megfelel6 (M) és nem megfeleld (N).

M=0.8

N=0.2

X(w) - megfeleld termékek szama
Q MM NM MN NN
p 0.8-0.8=0.64 0.16 0.16 0.04
X 2 1 1 0

4.2.c. Példa - Dobokockak

Képzeljiik el, hogy egy dobokockaval kétszer dobunk és az eredmények Osszegét
figyeljiik. Legyen A és B az emlitett kockadobasokat leird valoszinliségi val-
tozok. Tételezziik fel, hogy csak az A valoszinliségi valtozohoz tartozo értéke-
ket ismerjiik, lehetséges-e ez alapjan kovetkeztetni a B-re vonatkozo minta
realizaciora. Ha A az els6 dobas és B a masodik eredményét jelenti, akkor
az A-t leir6 informacié nem biztosit B-re felhasznalhatdé informacidt. Tehat,
ha elsé dobas eredménye 3, abbdl nem tudunk kovetkeztetéseket levonni a ma-
sodik dobassal kapcsolatban, hiszen ezek fiiggetlenek egymastol.

A+B 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

96. Abra - Két fiiggetlen kockadobds eredményének lehetséges sszegei
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A/B 1 2 3 4 5 6 >
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
> 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1

97. Abra — Kontingencia tabldzat, két fiiggetlen kockadobds egyiittes eloszldsa

A 30. Forraskdd tartalmazza a kédot 2 kockadobas dsszegeinek szimulalasara.
Az N érték jeloli a dobasok szamat. Az utana kovetkezé dbran (98. Abra) lathato
a kimenet 1234 véletlen kezddérték és 10000 dobas esetén.

30. Forraskod — Kockadobdsok ésszege 2 kocka esetén

1 close all

2 clear all

3 N = 10000; %dobasok szama

4 K = 2; Skockdk szama

5 rng (1234) ; Svéletlen kezdbérték
6

7 val = randi([1,6],K,N);

8 sum val = sum(val);

9

10 $kockadobédsok Osszegének gyakoriséaga
11 counts = zeros(1l,11);

12 for 1 = 2:12

13 counts (i-1) = sum(sum val == 1i);
14 end

15

16 %y tengely értékei

17 percentages = counts / N * 100;

18

19 x = 2:12;

20 bar (x, percentages);
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21 xlabel ( 'Két kockadobas Osszege');

22 ylabel ( 'Gyakorisag (%) ');

23

24 hold on

25 mean val = mean (sum val);

26 line(x, percentages, 'Color ', 'r', 'LineWidth',
2);
18 T : : : : T : - : . .
16

14

s -
[=] X}

Gyakorisag (%)
@

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M 12
Két kockadobas dsszege

98. Abra — Eloszlds 2 kockdval valé dobds esetén
4.2.d. Példa - Diszkrét Markov-lanc feladat megolddsa

Adott 500 személy, akiknek az étkezési szokasait vizsgalja és irja le a modell.
A kezelhet6ség ¢és atlathatosag kedvéért ugyanabbol a 3 opciobol valaszthatnak
minden nap. A 3 opcidé 3 meniit takar, amelyeket az ,,A”-val, ,,B”-vel és ,,C"-
vel jeloliink. Az egyéni preferenciak nem ismertek, azonban tudjuk, hogy aki az
adott meniit valasztotta, milyen esélyekkel fog valasztani a kdvetkez6 nap. A 3
opciobol kovetkezéen barmelyik pontbol 3 opcid all rendelkezésre, valaszthatjak
ugyanazt a meniit, vagy valamelyiket a fennmarado kett6bol. Az ,,A” meniit
valasztok esetén az esélyek a kovetkezOképp alakulnak: 80%-uk ismét A meniit
fogja valasztani, mig a fennmarad6 emberek fele-fele aranyban (10-10%) kérik
a masik meniiket.
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99. Abra — A feladathoz tartozé Markov-linc vizualizdldsa

Atmenetvaldsziniiség matrix

Legyenek a,, a,, a,,.., a, egy Markov-lanc allapotai ¢és P egy olyan n x n-es
matrix, melynek minden p, eleme az g, allapotbdl allapotba valo attéres at-
menetvaloszinliségét jeloli:

1?11 Pl
p=|: v 2
pnl pnn (430)
A példa esetében:
08 02 01
p=101 0.7 03
0.1 01 06

Erdemes megfigyelni, hogy a matrix barmelyik fiiggbleges oszlopanak dsszege 1.
Az 500 alany eloszlasa a vizsgalt folyamatban:

A=290_04-409%

500 ~
=120 _ = 249
B= 5g8 0.24 =24%
-180 _ =369
C= £00 0.36 =36%

40% + 24% + 36% = 100%

Az atmenetvaldszintiség matrix kiegészitése a 1étszam szerinti sulyozassal
a kovetkez6t adja:
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A 08 0.2 0.1 0.4
B, |1=]101 07 03] -[024|=
C, 0.1 0.1 0.6 0.36

A matrixszorzas szétirasa és elvégzése utan az alabbi eredményt hozza:
08-04+02-024+0.1-0.36 0.404
0.1-04+0.7-0.24+0.3 -0.36 |=[0.316
0.1-04+0.1-0.24+0.6 -0.36 0.280

Akapott vektor dsszetevdinek dsszege 1, ami gyors visszajelzést adhat a szamitas
helyességérol és a kijott értékek értelmében az A, B,, C, értékek igy alakulnak:

A,=0.404-500 = 202

B,=0.316-500 =158

C,=0.280-500 =140
Feladat megoldasa MATLAB segitségével

31. Forraskod — Markov-lanc diszkrét esete

clear all, close all, clc

1 % Markov-lanc Diszkrét eset
2 % 1 - atmenetek szama
3 % x — atmenet matrix
4 % yv - kezdeti értékek
5 % yl - eredmény

6

7 x = [0.8 0.2 0.1

8 0.1 0.7 0.3

9 0.1 0.1 0.6]

10

11 y = [0.40;

12 0.24;

13 0.36]

14

15

16 hold on

134



17 plot(0,y, '"*r ')

18 yl = x * vy
19 plot(l,yl, "*r ")
20 hold off

A megjelenitett eredményeknél, érdemes csoportositani az dsszetartozo érté-
keket, igy ndvelve az olvashatésagot. Ez kis minta esetén a grafikon beallitasai-
ban is konnyen kivitelezhetd. Az dbran x = 0 ponton lathatéak kiindulasi értékek
és x = 1 gyljti az 1. atmenet utan kapott 4j eredményeket. Piros szin A, kék B és
C pedig sargaval van szimbolizalva.

Markov-lanc feladatmegoldésa tobb atmenet esetén

Tobb N atmenet kiszamolasa az elébb bemutatott kézi modszerrel iddigényes,
azonban az el6z6 kod kibdvithetd N szamu atmenet kezelésére.

32. Forraskod — Markov-lanc N=9 datmenet esetén

1 clear all, close all, clc

2 % Markov-lanc Diszkrét eset

3 % N - &tmenetek széma

4 % x - atmenet matrix

5 % y - kezdeti értékek és eredmény

6

7 x = [0.8 0.2 0.1

8 0.1 0.7 0.3

9 0.1 0.1 0.6]

10

11 y = [0.40;

12 0.24;

13 0.36]

14

15 N = 9;

16 hold on

17

18 for i = 0:1:N

19 plot(i,y(1), '".x ', "MarkerSize' ,20)
20 plot(i,y(2), '.g', "MarkerSize' ,20)
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21 plot(i,y(3), '.b', "MarkerSize ',20)

22 y = x*y
23 end
24 hold off
0451
. * g * ¢
L]
L]
)
0.4% o
038 ] = 5 ¢ . _ ° ° E
L
03[
.
025
4 L ]
o
[ ]
02 1 ' L 1 ‘ Y e =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

100. Abra — Markov-lanc vizualizaldsa 9 dtmenet esetén, ahol az X tengely
értékei egy atmenetet jelolnek

A Markov-lancok fejlett vizualizacidjat teszi lehet6vé az Econometrics Toolbox.
A valosziniségmatrix kényelmesen megadhaté matrix formaban, és a graphplot
() fiiggvény meghivasaval elkésziil a graf.

Az alabbi P atmenetvaldszinliség matrix altal értelmezett Markov-lanc vizu-
alizalasa a kovetkezoképpen torténhet:

0.1 02 0.1 0.1 05
0.1 0.3 0.1 0.6 0.1
pP=(01 02 0.1 02 0.1
0.5 0.5 0.1 0.0 0.1
04 0.1 0.1 0.1 03
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33. Forrdaskod — Econometrics Toolbox segitségévél létrehozott vizualizdacio

1 statenames = ["Aa"™ "B" "C" "D" "E"];
p=[0.1 0.2 0.1 0.1 0.5

2 0.5 0.1 0.3 0.1 0.1

3 0.6 0.1 0.1 0.2 0.0

4 0.1 0.2 0.1 0.5 0.1

5 0.4 0.1 0.1 0.1 0.31;

6 mc = dtmc (P, 'StateNames ' statenames);

7 mc.P

8 sum (mc.P, 2)

9

10 figure;

11 graphplot (mc, 'ColorEdges ' ,true);

12 cb = colorbar;

13 cb.Label.String = 'Atmenetvalészinlség' ;

0.9

o o
~ o«

o
o

Atmenetvalésziniiség

0.5

o o o
N w S

o
-

0

101. Abra — Markov-lanc vizualizaldsa MATLAB segitségével
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4.2.1. Page Rank

A Markov-lanc kivaldan alkalmas page ranking elemzésére. Természetébol ado-
ddéan maga a lanc egy graf, ahol egyes allapotokbol mozgas megy végbe
a tobbi allapot felé. Ennck az algoritmusnak a fejlettebb valtozatat hasznaljak,
az egyes internetes oldalak fontossaganak felmérésére.

Jeloljik =l!li££10 pA™, ahol p=(Ni, vy %}
Ha 7 = A, akkor a m=(m, .., , ) vektort fontossagi vektornak nevezziik (rank-
vector). Az ‘i’ weboldal ertéke ..
/N 1/N 1/N 1/N
BNxN=¢| /N 1/N 1/N Zx +(1-€A,,

1N 1N -« 1/N

N - weboldal
A, — matrix
Az i’ weboldalon n link van

Al j) =t Jei}

Akkor érvényes % Al j)=1,A(%,j) 2 0.

ahol: s

e r - PageRank értékek vektora

e & - tompito skalaris faktor,ami azt simulalja, hogy 1 - ¢
valészintséggel elugrunk barmelyik oldalra egyenletes
eloszlas szerint valasztva

e A’ - szomszédsagi matrix transzponaltja

e d - vektor,ami tartalmazza az egyes egységek kimeneti fokat

e n - egységek szdma

e s - PageRank értékek 6sszege linkkel nemrendelkezd weboldalaknak

4.2.e. Példa - Page rank

Az alabbi példa 4 weblap (a, b, ¢, d weblapok) kozti kapcsolatokat vizsgalja
és abrazolja. Az ,,a” weblap esetében minden allapotatmenet egyenld esélyek-
kel rendelkezik, azonban a tobbi weblap, kiilonb6z6 atmenetvaldszintiségekkel
dolgozik, amelyek a kovetkezok:

a—>a 25% b—>a, 50%

a—=>b,25% c=>b,100%

a—>c¢25% d=>c 33.3%
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a—>d,25% d->a, 33.3%

b->d, 50% d—->b,33.3%
2. Tablazat — Weblapok kozti atmenetvalosziniiségek leirdsa

a-bol b-bdl c-bol d-bél
a-ba 25% 50% 33.3%
b-be 25% 100% 33.3%
c-be 25% 33.3%
d-be 25% 50%

a-bol b-bdl c-bol d-bél
a-ba a/4 b/2 d/3
b-be a/4 c d/3
c-be a/4 d/3
d-be a/4 b/2 _ _
34. Forraskod — PageRank értékek szamitasa 4 weblap esetén
1 s={'a'" 'a' 'a' 'a' ' 'b' ¢ 'd' 'd' 'd'};
2 t={ 'a® ' ¢ 'd'" 'd' 'a' ' ¢ 'a' b'};
3
4 G = digraph(s,t);
5
6 labels = { 'a/4"' 'a/4"' 'a/4"' 'a/4"' /2" /2" ‘¢
7 'd/3 "' 'd/3"
8 'd/3 '};
9 p = plot(G, 'Layout ' , 'layered' , 'Edgelabel ' ,labels);
10 highlight(p,[1 1 1 1],[1 2 3 4], 'EdgeColor ', 'g' )
11 highlight (p, [2 2], [1 4], 'EdgeColor ', 'r' )
12 highlight (p, [3], [2], 'EdgeColor' , 'm' )
13
14 pr = centrality(G, ' pagerank ' , ' FollowProbability '

,0.85)
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A centrality() fliggvény segitségével kiszamolhato az egyes weblapok PageRank
értéke. Megadott példaértékek esetén a kdvetkezé eredményt adjak:

a=0.2963,b=0.3069,c=0.1659,d = 0.2309

al4

vre

*s

gP

/4
A
vie

i

E/P

)

102. Abra — PageRank algoritmus vizualizaldsa
4.3. Sorbanallasi rendszerek

A sorbanallasi rendszerek a mindennapi életben eléforduld varakozasok vizs-
galataval foglalkoznak. Ahhoz, hogy a teljesség igényével jellemezziink egy
sorbanallasi rendszert, ,,azonositanunk kell azt a sztochasztikus folyamatot,
amely a beérkez6 igényeket irja le, és meg kell adnunk a kiszolgalas szabalyait
és struktarajat. A beérkezé folyamatot altalaban az egymas utan beérkezd
igények kozotti idéintervallumok, mint valoszinlségi valtozok eloszlasanak
segitségével jellemezhetjiik.” (Sztrik, 2009, old.: 12.) Sziikséges tovabba megad-
kiszolgald egységekkel szemben tamasztott kovetelményeinek nagysaga. A ki-
szolgalas ideje annak az iddintervallumnak a hosszat jelenti, amelyet az igény
a kiszolgaloegységben eltolt. A kiszolgalas szabalyara és struktarajara vonatko-
zb6an, tovabbi mennyiségeket (jellemzoket) kell meghatarozni. Ilyen jellemz6
a rendelkezésre allo kiszolgaldegységek szama, valamint a befogaddképesség,
ami nem mas, mint a kiszolgaloegységben és a varakozasi sorban tartozkodo
igények maximalis szdma, amit gyakran végtelennek tekintiink. A kiszolgalasi
sorrend irja le azt a szabalyt, amely szerint a varakozok koziil sorra keriilnek
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az egyes igények, kiszolgalas céljabol. A leggyakrabban hasznalt kiszolgalasi
elvek: FIFO (First In, First Out) érkezési sorrendben; LIFO (Last In, First Out)
forditott sorrendben torténd kiszolgalasok. Ha a beérkezdé igényeket bizonyos
csoportokba tartozas szerint meg lehet kiilonbdztetni, akkor a csoportok kozott
prioritast lehet megallapitani, és ezen a prioritason alapul a kiszolgalas sorrendje.
A sorbanallasi rendszerek hatékonysaganak €s teljesitményének vizsgalatahoz
a kovetkezd rendszerjellemzoket igyeksziink meghatarozni: az igények va-
rakozasi ideje; a rendszerben levd igények szama; a foglaltsagi intervallum
hossza (vagyis az a folytonos iddintervallum, amelyben a kiszolgalo egység
allanddan foglalt); az iiresjarati idészakasz hossza; a pillanatnyi munkahatralék
eloszlasa (Sztrik, 2009).

4.3.a. Példa - Entitasok periodikus létrehozdsa

A 103. Abra, egy periodikusan ismétlédd jelet hasznalé modellt mutat be
az entitasok generalasara. Ennek kivitelezéséhez az entitasok létrehozasaért
felelds blokk id6 forrasat (Time source) jel bementre (Signal port) sziikséges
allitani, és a Simulink konyvtarbol az eléz6 alfejezetben bemutatott Repeating
Sequence blokkra lesz sziikség. Utdbbi paraméterei a kdvetkezok:

Time values:[0 1 2]

Output values:[1 2 3]

pe — blokkban jelen 1évo fiiggd entitasok
d — blokkot elhagy entitasok szama

n — blokkban 1évé entitasok szama

w — atlagos varakozasi id6

_ JO (]

Entity pe Server n
] E— .
Entity d Server d
>E Entity
% 1) X

103. Abra — Periodikusan generdlt entitisok kiszolgdldsa
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Az entitasgeneralo és entitaskiszolgald blokkok grafikonja, ami a d blokkbol
valo kilépést (departure) hivatott megjeleniteni, ebben az esetben egy 1d6-
egységnyi eltolodassal ugyanazt az eredményt fogja megjeleniteni. A megadott
periodikus minta okozta egyedgeneralas-felfiiggesztés €s az entitaskiszolgalo
hasznaltsagaban jelentkezd liresjarat megfigyelhet6 a kovetkezd két grafikonon.
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104. Abra — Entitdskiszolgalé (Entity Server) elhagydsa (sdrga) és haszndltsdga
4.3.b. Példa - FIFO és LIFO sorbanadllasi modok dsszehasonlitisa

A kovetkez6 modell képes szemléltetni a kiilonbségeket FIFO és LIFO so-
rakozas kozott. A 1étrehozott entitdsokbol masolat késziil, ezzel elérve, hogy
az entitdsok parhuzamosan haladjanak a két kialakitott agon. A paraméterek
tovabbi finomitasa nélkiil is latszik, hogy az entitdsokkal haladva, az atlagos
a varakozasi idok viszonylag egyformak voltak, LIFO modellt alkalmazva vi-
szont meredekebb ugrasok figyelheték meg.

2 2
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Atlagos varakozasi idd
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105. Abra - FIFO (kék) és LIFO (sdrga) sorakozds dtlagos ideje
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106. Abra — Alapmodell FIFO és LIFO sorbandllds dsszehasonlitdsdra
4.3.c. Példa - Erdforraskezelés megfigyelése

A SimEvents rendszer kivaléan alkalmas valtozatos er6forrasok kezelésének
megfigyelésére. Ilyen szimulaciok soran, hasznos informacidkat lehet kiderite-
ni az adott er6forras hasznalataval, fogyasaval kapcsolatban.

Tételezziik fel, hogy van két didk (entitas), akik dolgoznak. A szamukra kitlizott
feladat igényel egyrészt manualis munkat — amikor fiizetbe irnak —, masrészt
szamitogéppel végrehajtott bonyolult szamitasokat. A két megfigyelt diak eltérd
képességekkel rendelkezik. Egyikiik tobb id6t szan a kézzel végzett munkara és
viszonylag jol meghatarozhaté a szamitogéphasznalata. Ezzel szemben a ma-
sodik tanulo kevesebb id6t fordit jegyzetelésre és a szamitogépes munka ido-
tartama szélesebb intervallumon valtozik. A tanulok munkajat az alabbi képlet
¢és egyenletes eloszlas jellemzi:

dt=m+ (M- m)- rand (4.31)

Els6 tanul6 paraméterei

. Manualis szamitas: m = 20, M = 30

e Szamitoégéphasznalat: m = 10, M = 15
Masodik tanuld paraméterei

. Manualis szamitas: m =15, M = 20

e Szamitoégéphasznalat: m =5, M = 25
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A rendelkezésre bocsatott adatok alapjan, meghatarozhatok a sziikséges ki-
szolgaloblokkok paraméterei. Minden egyes blokk kapacitasa 1, a kiszolgalasi
id6 pedig egy MATLAB esemény, amely a megadott minimum () és maximum
(M) értékek beillesztésével definialhaté a forraskodban.

35. Forraskod — Egyenletes eloszlasu véletlen szam

1

H P W 00 J o U b w N

= o

persistent rngInit;
if isempty(rnglnit)
seed = 12345;
rng (seed) ;
rngInit = true;
end

o)

% Minta: Egyenletes eloszlés
% m: Minimum, M: Maximum
m = minimum; M = maximum;

dt = m + (M - m) * rand;
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107. Abra — Eréforras haszndlatanak megfigyelésére épitett zdrt rendszer

A rendszer megépitése utan, 1étre kell hozni az id6 méréséért felelds fiiggvénye-
ket, és felruhazni az entitasokat az ennek hasznalatdhoz nélkiilozhetetlen tu-
lajdonsaggal. A példadban a szamitogép a limitalt er6forras, szimuldcid soran 1
darab all beldle rendelkezésre, €s mivel munka befejeztével ujra hasznalhato,
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megujulonak tekinthetd. Az eréforrast a Resource Pool Student nevii blokk
szimbolizalja.

A példa soran pontosan 2 entitas aktivitasat vizsgaljuk. Ezek létrehozasara
tobb megoldas is 1étezik: 2 entitast hoz létre a generator, és valtdo (Entity Input
Switch) segitségével a szamukra kijelolt rendszerbe keriilnek, 2 generator
egymastol fiiggetleniil hoz 1étre 1-1 entitést, vagy — ahogyan azt a 107. Abra
mutatja — egy entitast hoz létre a rendszer, amit az Entity Replicator blokk
lemasol. A feladatvégzés idejét a szimulacié futasi ideje adja meg, igy nincs
sziikség az entitasok megsziintetésére. Amig tart a szimulacio, addig az egyedek
a szamukra izolalt részen periodikusan végzik a manualis munkat, esetlegesen
varnak a szamitogéphasznalatra és/vagy hasznaljak a szamitogépet.

A két diak kozotti atfedést a kozosen hasznalt eréforras jelenti, amihez mind-
ketten hozzaférnek. Az eréforras hasznalatat két tevékenység jelzi, el6szor az
entitds megszerzi a szamitogépet a Resource Acquirer blokkon keresztiil, majd
a munka végével ,,vissza kell adnia” az er6forrast. Ezt az ¢l6z6 blokk parja,
név szerint a Resource Releaser végzi. Mindkét blokk hasznalata esetén meg
kell adni a Iétrehozott és hasznalni kivant eréforrast a kivalasztott eréforrasok
(Selected Resources) részben.

Ezek beallitasa utan kovetkezik az id6 mérését végzo fliggvények létrehoza-
sa. Harom globalis fiiggvényre lesz sziikség, amelyek mind létrehozhatok
a Simulink Function segitségével. Sajat fiiggvények 1étrehozasanal célszeri
el6szor magat a fiiggvényt megadni (blokkon beliil felsé zold szinti sor), mivel
ez fogja meghatarozni a fliggvényen beldle 1étrejovo objektumokat, illetve ezen
a néven lehet majd elérni.

=

! t t
1= startTimer() I | ¥ = readTimer(t) ‘wait_tima(y) [ 4180613306053
goba » E }—‘______-

108. Abra — Erdforrds haszndlati idejét méré fiiggvények

global

o © ‘ ©

- readTemes wast_time

=N 2| [} PXD "D

109. Abra — Fiiggvények belsd szerkezete
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Az elso, startTimer() fiiggvény kizarolag annyi feladatot 1at el, hogy adott
pillanatban elmenti az id6t a t nevii valtozoba. A masodik, readTimer() nevii
figgvény, az aktualis idobdl kivonja az elsé fliggvény altal megszerzett ¢ értéket,
igy megkapva a szamitogép hasznalatanak pontos id6tartamat. Az utols6 filigg-
vény (wait_time()) lehetdvé teszi az emlitett érték kiolvasasat és vizualiza-
lasat. Végezetiil a readTimer() meghivasarol kell gondoskodni, ez lehetséges
a forras megszerzéséért felelds blokk (Resource Acquirer) paraméterei kdzott.
Az egyed blokkba torténd belépésekor (Event actions - Entry) lezajlik az ora
inditasa, mig kilépésnél az eltelt id6 kiszamitasa.

36. Forraskod — Resource Acquirer blokkba belépés (Entry) és blokk elhagyds
(Exit) eseménye

1 % Block Parameters: Resource Acquirer
2 % Event actions - Entry

3 entity.Timer = startTimer();

1 % Block Parameters: Resource Acquirer
2 % Event actions - Exit

3 elapsedTime = readTimer (entity.Timer);
4 wait time (elapsedTime) ;

Mivel a Scope alapértelmezetten nem képes egyszerre tobb érték megjeleni-
tésére, a bemenetek szamanak megadasa ellenére sem, a megjeleniteni kivant
adatokat sziikséges eldszor egy fliggvényen atfuttatni. Az emlitett fliggvényt
a 107. Abra alkalmazza és utana a Function Caller nevii blokk beiktatisaval
¢és rajta a kért adatok atvezetésével mar megjelenithetok az értékek. Fontos,
hogy a Function Caller blokk Function Prototype paramétere a fliggvény nevét
viselje, ebben az esetben [y, y1] = conv(ul, u2).

A rendszer futasi ideje 200 idéegység volt, ami a megadott paraméterek mellett

y = 4.18365 egységnyi atlagos varakozasi id6t jelentett a rendszer 2 entitasa
szdmara.
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110. Abra — Elsé egyed aktivitdsa, ahol sziirke a manudlis munkdt,
zold a szamitogéppel végzett munkat jeloli (balra). A szamitogép haszndlata
200 iddegység alatt entitasok szerint bontva (jobbra).
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111. Abra — Szamit6gép haszndlata (kék) és dtlagos haszndlata (sdrga) (balra)
és erdforrasra valo varakozassal téltott idé (jobbra)

4.3.d. Példa - Erdforraskezelés megfigyelése 3 entitds esetén

Az el6zd alfejezetben bemutatott modell kiegészitésével, egy sokkal kifi-
nomultabb rendszer valik elérhetévé. Ebben a példaban, masolas segitségével,
egy ujabb entitast hozunk létre, aki szintén versengeni fog a kdzos hasznalatra
kiadott eréforrasért. A harmadik entitds szamara elég masolni az eléz6 feladat
soran létrehozott zart rendszert, amelyben a futasi id6 alatt tevékenykedni fog.
A modellben ezuttal az entitdsok az alabbi paramétercket kaptak:

Els6 tanuld paraméterei

e Manualis szamitas: m =5, M = 15

*  Szamitégéphasznalat: m =2, M =5

Masodik tanuld paraméterei

e Manualis szamitas: m=2, M =5

*  Szamitoégéphasznalat: m =5, M = 15
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Harmadik tanul6 paraméterei
e Manualis szamitas: m=3,M =8
e Szamitogéphasznalat: m =3, M =8
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112. Abra — Erdforrds haszndlatinak megfigyelése 3 entitds esetén

Ezek utan mar csak a Scope tobb bemenetii hasznalatahoz sziikséges fiiggvényt
kell megadni. Mivel 3 entitassal dolgozik a rendszer, ezért a fiiggvénynek is 3
valtozo értékét sziikséges kezelni: [x, x1, x2] = conv_3(v, v1,v2) (lasd 113. Abra).

f()
T conv_3

[x,x1,x2] = conv_3(v,v1,v2)

113. Abra — 3 bemenettel és 3 kimenettel rendelkezd fiiggvény

A fuggvényhez alkalmazkodva elérhetévé valik a Function Caller 3 bemenettel
és 3 kimenettel rendelkezd valtozata, ami segitségével a vizualizacids blokk
mar képes lesz kezelni az adatokat. A rendszer futdsi ideje ezuttal is 200
idéegység volt, ami a megadott paraméterek mellett y = 6.74453 egységnyi
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atlagos varakozasi id6t jelentett a rendszer 3 entitasa szamara. A szamitogép
kihasznaltsaga 97.6% volt.

Az elkészitett diagramok betekintést engednek a rendszer részletes miikodésébe
és kozos eréforrasuk kezelésébe. A 114. Abran leolvashato, hogyan normaliza-
l6dott a kihasznaltsag és érte el 200 idGegység alatt a util = 0.976 értéket. A 115.
Abran a 3 szin a 3 entitast jeloli, mig 0 érték arra utal, hogy adott egyed nem
hasznalt szamitégépet, mig 1 érték esetén igen. Az abrabdl kiolvashato, hogy
az er6forrast eldszor a 2 didk kezdte el hasznalni megkozelitéleg az 5. id6-
egységnél (percnél).
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114. Abra — Atlagos kihaszndltsag értékének (sirga) és varakozdsi idé
alakulasa az idé teltével
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115. Abra — Erdforrds haszndlatinak megoszldsa az entitdsok kozott
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5. HIBRID RENDSZEREK (DEV&DESS)

A hibrid rendszerek és modellek jelentds szerepet jatszanak a modellezés és
szimulacié teriiletén, kiilondsen olyan GOsszetett rendszerek esetében, amelyek
egyszerre tartalmaznak folytonos (kontinuus) és diszkrét dinamikat. E rend-
szerek lényege, hogy egyarant kezelik a diszkrét események (pl. kapcsolok,
dontési pontok) €s a folytonos folyamatok (pl. fizikai mozgasok, hdmérséklet-
valtozasok) altal okozott valtozasokat. A hibrid rendszerek tehat olyan jelen-
ségeket irnak le, ahol a rendszer viselkedése nem irhato le kizardlag egyetlen
tipust dinamikaval. Ezen kombinalt rendszerek gyakran jelennek meg a modern
technologiai alkalmazasokban, mint példaul az autonom jarmiivek, az intelligens
kozlekedési rendszerek, a robotika és az ipari automatizalas teriiletén. Ezekben
az alkalmazasokban a rendszer viselkedését folytonos folyamatok és diszkrét
események kombinacidja hatarozza meg. Példaul egy autonom jarmii esetében
a mozgas dinamikajat folytonos differencialegyenletek irjak le, mig a kozleke-
dési szabalyok ¢s a forgalmi helyzetek diszkrét eseményekkel reprezentalhatok.

A hibrid rendszerek modellezése olyan matematikai modellek Iétrehozasat
igényli, amelyek képesek ezen komplex dinamikék pontos leirasara és eldre-
jelzésére. A hibrid modellezési lehetdségek kozé tartoznak példaul a hibrid
automatak, ahol az allapotok kozotti atmenetek diszkrét események altal ve-
zéreltek, és az egyes allapotokban a dinamikat differencialegyenletek irjak
le. Emellett 1éteznek hibrid Petri-halok, amelyek folytonos és diszkrét kom-
ponenseket egyarant tartalmaznak, lehetévé téve a rendszerek strukturalt és
részletes modellezését. Ezen moédszerek részletesebb ismertetését késébb,
az 5.2-es fejezet taglalja. A kovetkezokben vezessiik be a hibrid modellek le-
irasara szolgalé DEV&DESS (Discrete Event & Differential Equation System
Specification) rendszereket.

A DEV&DESS egy struktira (Zeigler, Muzy, & Kofman, 2019):

DEV& DESS - (X di:cr' Xcont' Ydiscr' Ycunt’ S’ 6

ext’

C

int’

)

int’

Adiscr' ﬁ Amnt)
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ahol:

o Xdserydier 3 modell eseménybemeneteinek és kimeneteinek halmaza,

o XM= {(x", XM, ) X[ € XM x0 € X ...} folytonos bemeneti ér-
tékek strukturalt halmaza x “" bemeneti valtozoéval.

o Y= {lym, y, L)y e YO, yiont e Yo, L} folytonos kimeneti ér-
tékek strukturalt halmaza y ©" kimeneti valtozoéval.

o §=Sdiserx §eont diszkrét és folytonos allapotok szorzatanak halmaza

e 0, : Q x Xt x X diser - Sa kiils6 allapotatmeneti fliggvény, ahol
Q = {(s75, s, g)|s ™57 € ST, s ot € §eont e €RY, } az bsszes llapot halmaza

e §,:QxX“">Sa bels6 allapotatmenet fiiggvény

o Adsr:(Qx X" - YT 37 esemény kimeneti fliggvény

o Ao (Q x X" Y a folyamatos kimeneti fliggvény a folyamatos ki-
meneti valtozé értékeinek meghatarozasahoz

o frQxXOm — §omaviltozas sebességének fiiggvénye

e (C,, :Q xX“"= Bool az allapotesemény feltételfiiggvénye az allapot-

események végrehajtasanak kondicionalasara.

A DEV & DESS vagy hibrid rendszerek egy olyan modellezési koncepcio,
amelyben a DEVS és a DESS elemek is megtalalhatoak. Az X % bemeneti portjai
eseményszegmenseket, az X “" bemeneti portjai pedig darabonként folytonos,
vagy darabonként konstans szegmenseket fogadnak el. Ez utébbi mindkét mo-
dellrészt, mig az eseménybemenet csak a DEVS részt befolyasolja. Minden rész
sajat, megfeleld kimenetet allit el8, mint ¥ 45 és Y <o, A részek egymas allapotat
is képesek befolyasolni (Kmet’, Modellezés ¢s Szimulacié 2020, 2018) (Kmet’,
Modellezés és szimulacio elmélete €s eszkozei, 2021).

Xdisz . DEVS . ydisz

!
:

Xfoly . DESS : Y foly

116. Abra — Hibrid rendszerek felépitése

A kombinalt (vagy hibrid) rendszer egy olyan dinamikus rendszer, amely foly-
tonos és diszkrét dinamikus viselkedést is mutat (Lasd 117. Abra).
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Diszkrét Folytonos

pl.: feladat, tevékenység, ) .
szamlalds, éllapot, Viltozok Plichety, se mete
= hémérséklet, nyomas
tizemmodok
A valtozok diszkrét Az iddvel folyamatosan
lépésekben valtoznak; a valtozd valtozok;
¢ A ! i Dinamika : i
dinamikat véges allapotu differencialegyenletekkel
strukturaval modellezik. modellezett dinamika.

117. Abra — Hibrid rendszerek felépitése

A modellezni kivant rendszereket tobb szempont alapjan is osztalyozni tud-
juk, mint példaul felépitésiik, jellegiik, vagy akar a vizsgalt idétartomany
szerint (Chaturvedi, 2017). Az idébeli valtozas vizsgalatanak tekintetében mar
beszéltiink diszkrét és folytonos modellekrél. Jelen fejezet keretein beliil, a hibrid
rendszerekre fektetjiik a hangsulyt. Ezen rendszerek jellemzden azért jelennek
meg a szamitogépes vezérlésben, hogy lehetové tegyék az Osszetett fizikai
rendszerek kényelmes modellezését. Mint ahogyan azt a nevilk is sugallja,
a hibrid rendszerek a folytonos és a diszkrét dinamikus rendszerek viselkedésé-
nek kombinacidjanak tekinthetdék. A folytonos és a diszkrét szempontok két
kiilonb6z6 vilagnak felelnek meg, amelyek két kiilonboz6 nézetet adnak az adott
rendszerrél. Ez a két nézépont egyiittesen egy kornyezetet alkot. Mivel ez
a két dinamika egymas mellett 1étezik és kolcsonhatasban van egymassal, fontos
olyan modelleket kidolgozni, amelyek képesek tiikrozni ezt az egyiittmiikddést.
A hibrid rendszercknek ebben (is) rejlik a Iényeges feladatuk. Ezidaig mar
szamos modellt kifejlesztettek az ilyen rendszerek leirasara: pl. hibrid automa-
tak, hibrid allapotabrak vagy a hibrid Petri-halok, amelyek mikodését jelen
egyetemi jegyzet keretein belill is megvizsgalunk (Alur, és mtsai., 1995).

Mivel a hibrid modellek felépitésiiknél fogva tartalmaznak vegyes elemeket, igy
a grafikus kimeneteik is kiilonbdzok. A hibrid szimulaciot akkor alkalmazzak,
amikor a valtozok egy része folytonos, mig a tobbi diszkrét. Ez két almodell
Osszekapcsolasan és kolesonhatasan alapul. A folytonos és diszkrét szimulaciok
valtakozva haladnak eldre. A folytonos szimulacié a rendszer folytonos dina-
mikajaval foglalkozik, és akkor hajtjak végre, amikor nem észlelnek eseményt.
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Az esemény lehet elére lathatd (példaul egy idébeli esemény) vagy elére nem
lathat6 (példaul amikor a modell egyes valtozoi meghaladnak egy kiiszobértéket).
Amikor egy esemény bekovetkezik, a numerikus algoritmus atadja a vezérlést
a diszkrét résznek, és varakozik, amig stabil allapotot nem érnek el (Sahbani
& Pascal, 2000). A két kiilonbozé aspektus egyiittes jelenléte szamos kihivast
okoz a szimulacid soran. Valdjaban a f6 probléma a két modell kdzotti szinkro-
nizacio biztositdsa. Maga a szimulacio az ilyen modellek validalasanak egyik
modszere.

A hibrid rendszerek tervezése és elemzése nehezebb, mint a csak diszkrét, vagy
csak folytonos rendszerek tervezése és elemzése, mivel a diszkrét dinamika
hatassal van a folytonos fejlodésre és forditva. A diszkrét és folytonos viselke-
dés kozotti kapesolatok tobbnyire nagyon szorosak, ezért a diszkrét-folytonos
kapcsolatok modellezésében gyakori, hogy a diszkrét eseményeket a folytonos
dinamika pillanatnyi valtozasaként abrazoljuk. Emiatt a legtobb gyakorlati
esetben a diszkrét és folytonos dinamikai természetii rendszerek szabalyozasi
sémainak szintézisét még mindig heurisztikus szabalyokkal kozelitik meg,
altalaban mérnoki meglatasok és tapasztalatok alapjan, de ez a megkozelités
kovetkezésképpen hosszi tervezési ¢s verifikacios id6t igényel (Drogna,
2012). Az iranyitasi kozosség érdeklodését tobb, az iparban egyértelmiien
lathato tendencia motivalja, amelyek 0j eszkdzok l1étrehozasat igénylik a hibrid
rendszerek iranyitasi sémainak tervezésé¢hez, valamint stabilitasuk, biztonsaguk
és teljesitményiik elemzéséhez. Ezen igények alapjan jelenleg, szamos problémat
vizsgalnak a hibrid rendszerek elméletében. Itt megemlithetjiik példaként a pa-
lyak meghatarozasat és szamitasat, stabilitas- és biztonsagelemzést, szabalyo-
zast, allapotbecslést stb. (Alberto, 2003).

Osszesitve elmondhato, hogy a hibrid rendszer elénye, hogy a rendszerek
nagyobb osztalyat foglalja magaban, és nagyobb rugalmassagot tesz lehetdvé
a folytonos és diszkrét dinamikus jelenségek modellezésében. Jobban alkalma-
sak a nagyméretli rendszerek modellezésére, amelyek jellemzden a tobbagensi
rendszerekben keletkeznek, hogy stabil belsé dinamikaval rendelkezzenek, bar
a hibrid modellek sszetettségiik miatt nagy szamitasi teljesitményt igényelnek.
Fontos kiemelni, hogy a hibrid rendszerek modellezése olyan matematikai
problémakat hoz létre, amelyek az ugynevezett NP-nehéz problémak csoportjaba
tartoznak, ami azt jelenti, hogy a szamitasi id6 a probléma dimenzidjaval (a val-
tozok szamaval) a legrosszabb esetben exponencialisan néhet (Drogna, 2012).
Az ilyen tipust problémak kezeléséhez elegendd szamitasi eszk6zok viszont,
mar elérhetdk, igy a hibrid rendszerek feltarasanak és alkalmazasanak széleskort
lehetdségei adottak a kutatok szamara. Ezért a hibrid rendszerek jelenleg nagyon
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népszerii és fontos kutatasi teriiletté valtak mind a tudomanyos, mind az ipari
kutatok korében (Beek, és mtsai., 2003).

5.1. A hibrid rendszerek felhasznaliasanak lehetdségei

A most kovetkezd fejezetiinkben, azon alkalmazasi teriileteken eléforduld rend-
szerek mikodését tekintjik at, amelyek tartalmaznak hibrid rendszereket. Drogna
Efficient Modeling of Hybrid Systems cimli munkaja a kovetkezOképpen osztja
fel és jellemzi a hibrid rendszereket (Drogna, 2012):

e Mechanikus rendszerek (Mechanical systems): Ezekben a rendszerekben
a folyamatos mozgast, iitk6zések szakithatjak meg, vagy kiilonb6z6 tizem-
moédokban mitkodhetnek, ami a véges allapotu gépek diszkrét eseményei-
ként irhatok le. Ilyen rendszer lehet példaul egy sebességtartd rendszer,
amely a sebességvaltdo sebességfokozatat (diszkrét bemenet), a motor
nyomatékat (folytonos bemenet) és a féker6t (folytonos bemenet) vezérli
annak érdekében, hogy a jarmi a kivant sebességét kdvesse, mikozben
minimalizalja az lizemanyag-fogyasztast és a karosanyag-kibocsatast
(Alberto, 2003). Egy masik példa a benzinmotor miikddése, amely a me-
chanikus rendszereken beliili hibrid viselkedést mutatja be. Ennél a pél-
danal a hajtaslanc, a gazaramlas és a termikus dinamika folytonos folya-
matoknak szamitanak, mig a dugattytik négy diszkrét mikodési moddal
rendelkeznek (Alberto, 2003).

e Elektromos aramkorok (Electrical circuits): Itt a folytonos jelenségeket —
példaul a kondenzatorok toltése — a kapcsolok nyitasa és zarasa, vagy akar
a diddak be- és kikapcsolasa szakithatja meg. Késobbi példainknal, egy
ilyen hibrid rendszer mtikddésére is kitériink.

* Kémiai folyamatszabalyozas (Chemical process control): A kémiai
folytonos reakciokat diszkrét miveletekkel szabalyozzak — példaul sze-
lepek és szivattytk nyitogatasaval. Tovabbi részletes leirast a hibrid rend-
szerek vegyipari szerepér6l Ashish Logical Modeling Frameworks for
olvashatunk. (Ashish, 2006).

*  Beagyazott szamitasi rendszerek (Embedded computation systems):
Hibrid modelleket alkalmazunk a beagyazott rendszerek azon eseteiben,
amikor a digitalis szamitogép interakcidba 1ép egy tobbnyire analdg kor-
nyezettel. A bedgyazott rendszer olyan szamitdogépes rendszer, amelyet
meghatarozott feladatok elvégzésére terveztek, altalaban egy nagyobb
rendszer részeként. Ilyen rendszerekrél beszélhetiink a koziti jarmivek,
illetve a repiil6gépek kapcsan.
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Halézati vezérlorendszerek (Networked control systems): A hibrid
rendszerek fontos osztalya, ahol az érzékelés, vezérlés €s mikodtetés nem
kozvetleniil, hanem egy k6z6s halozati médiumon keresztiil kapcsolédnak
egymashoz (Zhang, Branicky, & Philips, 2001).

Komplex rendszerek (Complex systems): Hierarchikusan szervezddnek,
ahol példaul a magasabb szintii diszkrét tervezési algoritmusok kol-
csonhatasba 1épnek az alacsonyabb szintli folyamatos irdnyitasi algorit-
musokkal és folyamatokkal (Alberto, 2003).

Tobbmodell-rendszer (Multiple model systems): Ezek olyan rendszerek,
amelyek altalanos modelljét és azok altalanos fejlodését kiilonbozo al-
modellek szabalyozzdk. Ez a szabalyozas lehet az allapottér felosztasa
a hozzarendelt almodellekkel rendelkezd régiokra (pl. darabonkénti affin
rendszerek). Egy masik szabalyozasi lehet6ség a rendszer paramétereinek
valtoztatasa az adott jelnek megfeleléen (pl. kapcsolt rendszerck vagy
lizemmodvaltasos rendszerek). Ezen modellek alkalmazasai a mérnoki
gyakorlatban példaul a repiilésiranyitasi és légiforgalmi iranyitasi rend-
szerekben jelennek meg (Lygeros, Sastr, & Tomlin, 2012).

Adaptiv rendszerek (Adaptive systems): Az adaptacios torvényt, példaul
darabonkénti affin rendszerek, vagy véges allapotii gépek altal meghataro-
zott kapcsolasi szabalyok biztositjak.

Modellezett hibakkal rendelkezé rendszerek (Systems with modeled
failures): A rendszerben bekdvetkezé meghibasodas vagy hirtelen fellépd
hibak esetén, a hiba eléfordulasa kapcsoldjelként modellezhetd. A hibas
rendszer ekkor hibrid rendszernek tekinthetd (Drogna, 2012).

5.2. A hibrid rendszerek modellezésének lehetéségei

M¢ég miel6tt komplexebb példakon mutatnank be a hibrid rendszerek modelljeit,
és vizsgalnank meg azok kimeneteit, tekintsiik meg a hibrid modelltipusokat
az alabbi jegyzetek alapjan:

Sahbani Simulation of Hybrid Systems Using Stateflow cimi munkaja
dellezési eljarasokat mutat be, mint a hibrid automatak, hibrid allapotabrak
és hibrid Petri-halok (Sahbani & Pascal, 2000). (Bail, Alla, & David, 1991;
Harel, 1987; Harel, 1987) Harel Statecharts: A Visual Formalism for
Complex Systems cimii munkaja az allapotabrak felhasznalasi lehetdségeit
mutatja be komplex rendszerek modellezésére (Harel, 1987).
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o Alur ¢és tarsai The algorithmic analysis of hybrid systems cim{i munkaja
a hibrid automatak mikddésére dsszpontosit. Tanulmanyuk a hibrid rend-
szereket véges automatakkal modellezzi (Alur, és mtsai., 1995).

*  Bail Hybrid Petri Nets cimii munkaja (Bail, Alla, & David, 1991).

Hibrid automata

A hibrid automatak valos értékii valtozok véges halmazaval dusitott, véges
allapott automatakként értelmezhetk (Alur, és mtsai., 1995). Egy adott pont-
ban (diszkrét allapotban) a valtozok értékei folyamatosan valtoznak az id6hoz
kapcsolodo differencialegyenletek szerint. Ez mindaddig elmondhato, amig
az adott pont invarians. Amikor az atmeneti feltétel (a folytonos valtozdkra
vonatkozo feltétel(ek)) teljesiil, a rendszer egy masik allapotba keriil. Az alab-
biakban tekintsiik at az ilyen modellek altalanos felépitését.

dtmeneti esemény

2. allapot

viditozdsi érték
folytanos dinamika
2. dliapotra vonatkozd
feltétel

1. dllapot

1. dllapotra vonatkozd
feltétel

dtmeneti esemény

118. Abra — Hibrid automata felépitése

Most pedig egy konkrét példan demonstraljuk egy hibrid automata miikddését
Beek és tarsai Relating Chi to Hybrid Automata cimi munkajaban bemutatott
termosztat modell alapjan (Beek, és mtsai., 2003) termosztat modellje alapjan.

/’_ﬂ\ x> 21 / \
z =20/ off — "
| z=-01z k ; .

z2>18 T

<19

119. Abra — Termosztat modell felépitése hibrid automata segitségével

Az abrabol kiolvashato, hogy a kezdeti homérséklet 20 fok (x = 20), és a
fiités ki van kapcsolva (kikapcsolt vezérlési mod — 1. allapot). A hdmérséklet
az aramlasi feltételnek megfelelden csokken x = - 0.1x. Az x < 19 atmeneti fel-
tétel szerint a fiitéberendezés bekapcsolhat, amint a hémérséklet 19 fok ala
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csokken. Az x > 18 invarians feltétel miatt a flitdberendezés legkésébb akkor
kapcsol be, amikor a hdmérséklet 18 fokos. A bekapcsolt szabalyozasi mddban
(2. allapot) a fiitdberendezés bekapcsol, és a hémérséklet az x = 5 - 0.1x folyto-
nos dinamikanak megfeleléen emelkedik. Amikor a hdmérséklet 21 fok f6lé
emelkedik, a fiitéberendezés kikapcsolhat. Az x < 22 invarians feltétel miatt,
a flitéberendezés legkésdbb akkor kapcesol ki, amikor a hdmérséklet eléri a 22
fokot.

Hibrid allapotabra

Az allapotabrak formalizmusat Harel Statecharts: 4 Visual Formalism for
Complex Systems cimi munkdja taglalja, ahol az allapotabrakat egy olyan
jeloléssel egészitik ki, amely lehet6vé teszi, hogy egy alapallapotot egy diffe-
rencidlegyenlettel irhassunk le. Ennek az az implikalt jelentése, hogy amikor
az allapot aktiv, akkor a hozza tartozé differencidlegyenlet miikodésbe 1¢ép
(Harel, 1987). Az atmenetek tipikusan esemény ¢és az arra reagald folyamat —
mondhatni akcid/reakcié — alakuak. Az esemény valtja ki az atmenetet, a va-
laszthatdé muvelet pedig az atmenet bekovetkezésekor keriil végrehajtasra.
Ezenkivil egy esemény, kapcsolodhat egy folytonos valtozohoz is, példaul egy
kiiszobérték atlépésekor. Az eseményre reagdld folyamat alatt pedig, a folytonos
valtozé frissitését is érthetjiik (Sahbani & Pascal, 2000). A kovetkezdkben
tekintsiik meg a hibrid allapotabra alkalmazasat egy fiitési rendszeren keresztiil
Yahiaoui Simulation based Design Environment for Multi-Agent Systems in
Buildings cimti munkéja alapjan (Yahiaoui, Hensen, Soethout, & Paassen, 2006).

Fiitéegység |
Bekapcsolva \
Tin < Tsp + & Taeadband

A allapot
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de Tin = T Qg = Qo) Alapértelmezett

Kikapcsolva
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nToee B allapot:
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120. Abra — Fiitési rendszer felépitése hibrid dllapotdbra segitségével
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A 120. Abra egy épiilet fiitési rendszerét mutatja be. Ez a fiitési rendszer két
valtozoval rendelkezik:

* T, abeallitott hémérseklet

* T abelsd levegé hdmérséklete

Ezek mellett kiolvashato két diszkrét allapot A és B, amelyek a fiitési rendszer
mitkodési modjara utalnak. Mindkét allapotot differencialegyenletek irjak le. Az
abran lathat6 harmadik valtozot — T, . . elhanyagolhat6 hdmérsékletii valtozo
— alapvetdéen a mozgashoz hasznaljak, amely a rendszer belsé paramétereit
reprezentalja a valoés ideji specifikaciohoz (pl. a szabalyozo érzékenysége,
a szabalyozott valtozo valaszanak késleltetése stb.). A rendszer alapértelmezés
szerint a B allapotbol indul, ahol a ftoberendezés ki van kapcsolva. A B
allapotbol az A allapotba valé atmenet akkor torténik meg, ha a belsé homérsék-
let T, értéke, a referenciaérték T, ala csokken. Amikor ez az atmenet megtorté-
nik, a belsé flitési sebesség értéke azonnal ndvekedésnek indul. A valtozo
héaramban 0% (amikor a fiitberendezés teljesen ki van kapcsolva) és 100%
(amikor a flitdberendezés teljesen be van kapcsolva) A B allapotba vald
visszalépés akkor torténik meg, amikor a belsé hémérséklet (T, ) a beallitott
értek (T,,) fole kerdl.

Hibrid Petri-halok

A hibrid Petri-halok jobb megértése érdekében, roviden tekintsilk meg, hogy
mit értlink Petri-halo alatt. Ez a modell a Place/Transition Petri NETS és
a differencialalgebrai egyenletek kombinacidja. A Petri-halokat, a rendszer
kiilonboz6é konfiguracidinak, azaz diszkrét szempontjainak abrazolasara hasz-
naljak (Bail, Alla, & David, 1991). A Petri-haloé egy iranyitott, kétszini és
kétrészes graf. A kétszinii és kétrészes tulajdonsaga azt jelenti, hogy két egyedi
csomoponthalmazra oszlik, amelyeket dtmeneteknek (tranzicio) és helyeknek
neveziink, és a kétrészes tulajdonsag szerint csak a helyek kapcsolodhatnak
dtmenetekhez vagy dtmenetek a helyekhez. A helyeket grafikusan korokkel,
az atmeneteket pedig téglalapokkal abrazoljuk. Az adott helyekben Gn. tokenek
(jele fekete potty, vagy szam) helyezkedhetnek el. A tokenek egy sor infor-
maciot hordoznak, a kdvetkezé miiveleti differencidlegyenletekben hasznalt,
kiilonbozé paraméterckre és foként egyes valtozok frissitésére vonatkozoan.
A tokenek kivalasztasat, az datmenetek kivaltasara vonatkozo, tovabbi feltételek
hatarozzak meg. A kovetkezdkben bemutatjuk a Petri-halok mikodési elvét,
majd egy konkrét példan szemléltetjiik a hibrid Petri-halokat.
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Minden hely egész szamu tokent tartalmazhat. Ezek a fokenek lehetnek a mar
emlitett grafikus fekete pontok vagy szamok a helyek belsejében. Egy hely token-
szamanak konkrét meghatarozasat a hely allapotanak nevezziik, és minden hely
token-szamanak konkrét meghatarozasat a Petri-halo allapotanak nevezziik. Egy
atmenet akkor tudja ezeket a fokeneket kiloni, ha az el6z6 teriiletének (el6z6
helyeknek) minden helye legalabb annyi tokennel rendelkezik, mint az adott
¢l sulyozasa. Az élek iranyitott nyilak, amelyek a helyeket az atmenetekkel és
az dtmeneteket a helyekkel kotik 0ssze. A Petri-haloban minden Aelynek lehet
egy alsoé és egy felso foken hatara. Ezeket a Petri-halokat kapacitassal rendelke-
76 Petri-haloknak nevezziik. Tovabbiakban fontos tisztazni, hogy mit értiink
tiizelésre kész atmenet alatt. Egy tlizelésre kész dtmenet gy tiizel, hogy annyi
tokent tavolit el az Osszes korabbi helyérél, amennyit a megfeleld élsulyozas
meghataroz, és annyi fokent ad hozza az Osszes korabbi teriiletének (korabbi
helyek) 6sszes helyéhez, amennyit az élsulyozas meghataroz.
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121. Abra — Példa Petri-hdlé felépitésére és atmenetére
(Prof3 & Bachmann, 2011)
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A 121. Abra feliil egy Petri-halo példajat mutatja, ahol az 1. és 2. dtmenet
tiizelésre kész, a tobbi nem. Az also Petri-halo az 1-es és 2-es tranzicid elsiitése
utani, j allapotot mutatja.

Tovabbi leirast és egyszeri példakat a Petri-halokrol Profl és Bachmann A4n
Advanced Environment for Hybrid Modeling of Biological Systems Based on
Modelica cimli munkaja, valamint Bartha, Majzik és Pataricza Petri halok:
Alapelemek és kiterjesztések cimii egyetemi jegyzete mutat be (Bartha, Majzik,
& Pataricza, 2021) (Profl & Bachmann, 2011). Most pedig tekintsiik meg, hogy
mit értlink hibrid Petri-halo alatt.

Hibrid Petri-halonak nevezziik azokat a halokat, amelyek diszkrét, és folytonos
Petri-halé elemeket is tartalmaznak. Felirhato egy olyan (DH, FH, DA, FA, E G, fd,
f¢ k M) halmaz forméjaban, ahol:

 DH={DH,, DH,, .., DH , } - diszkrét helyek véges halmaza,

e FH={FH ,FH,, .., FHfh} - folytonos helyek véges halmaza,

* DA={DA,, DA,, .., DA, } - diszkrét dtmenetek véges halmaza,

e FA={FA , FA,, .., FA, } - folytonos dtmenetek véges halmaza,

ahol érvényesek az alabbi tulajdonsagok:
DHNDA=Q,FHNFA=0,DHNFH=0,DANFA=0,DHN FA=Q és FH N DA = Q.
Tovabba,

F < (DH x DA) U (FH x FA) U (FH x DA) élek halmaza,
G <€ (DA x DH) U (FA x FH) U (DA x FH) élek halmaza

fd:(F U G)\{(FH x FA) U (FA x FH)} — ¢ jeloli az élek sulyozasi fliggvényét,
amely minden élhez hozzarendel egy g € ¢ : N¥— N fliggvényt, a diszkrét
helyek allapotanak egy részhalmazatél fiiggdéen.

fe:(FU G)\{(DH x FA) U (DA x DH) U (FH x DA) U (DA x FH)} — H jel6li az élek
sulyozasi figgvényét, amely minden élhez hozzarendel egy h € H: R#/" SR,
fuggvényt a diszkrét, és folytonos helyek allapotdnak egy részhalmazatél
fiigg6en.

k:DA - R% jeloli a késleltetési fiiggvényt
M,DH - N™,FH - R" jeloli a kezdeti allapotot.
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Most, hogy bemutattuk, miként tartalmaz egy hibrid Petri-halo diszkrét és
folytonos elemeket egyarant, tekintsiilk meg, hogy milyen kapcsolatok allhatnak
fenn (megengedettek) az ilyen halokon belil:

e diszkrét hely — diszkrét atmenet

e diszkrét atmenet — diszkrét hely

» folyamatos atmenet — folyamatos hely

*  folyamatos hely — diszkrét atmenet

e diszkrét atmenet — folyamatos hely

Nem engedélyezett viszont, az alabbi két kapcsolat:
»  folytonos hely — folytonos atmenet
» folytonos atmenet — diszkrét hely

A 122. Abra szemlélteti a hibrid Petri-hal6 felépitését (ProB & Bachmann, 2011).
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122. Abra — Hibrid Petri-hdlé felépitése, ahol P1, P2, P4 és Tl diszkrét, T2
sztochasztikus és P3, P5, P6, P7 és T3 folytonos Petri-halo elemek.

5.3. Példak hibrid rendszerekre

A modellek blokkdiagramokbol allo felépitését tekintve, a hibrid rendszerek
tartalmaznak diszkrét és folytonos komponenseket egyarant. Az ilyen rendsze-
rek altalaban valamilyen folytonos fizikai folyamatbol allnak, amelyet diszkrét
logikai komponensek vezérelnek (Dabney & Harman, 2004). Kovetkezd
példainkon (MathWorks, The MathWorks, Inc., 2021) tekintsiink at az ilyen
rendszerek felépitését és miikddését.
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5.3.a. Példa - Tartalytoltés

Ez a példa egy olyan hibrid rendszert mutat be, amely folytonos ideji és diszkrét
eseményll szakaszokat is tartalmaz. A diszkrét eseményli rész a tartalyokat
modellezi, amelyek sorban allnak, és amelyeket fel kell tolteni valamilyen
folyadékkal. Minden tartaly rendelkezik bizonyos nagysagu kapacitassal, amely
korlatozza a thlcsordulast. A folytonos idejii szakasz a tartaly feltdltésének
folyamatat modellezi. Amikor egy tartaly eléri a meghatarozott kapacitast,
tehat megtelik, akkor a rendszer ezt egy eseményként érzékeli. Ezt kovetden
a rendszer, egy az eseménynek megfeleld iizenetet general, amely a kés6bbiek-
ben az érintett tartaly felszabaditasat eredményezi. Az alabbiakban tekintsiik
meg ezen modell felépitését, és a modellt alkotdé komponensek funkcidit.

vogen ety WOHGGllOmES

Diszkrét eseményii folyamat

Tank )
¢ .m Tarialy Tmﬂy{ ' Weezowgaias st | - .

Tartaly generator Varakozd sor 1

Tartalytsite Entity Sink
= Kivélasztasi kapu Y
Szivatty( - tartaly modell Interfés *
release(u)
——><{packaz)
Id = startFilling{capacity,mode) global

global tartaly méret

Uzemanyag pumpa

Instrumentation

123. Abra — Tartdlytoltés modell felépitése
(MathWorks, The MathWorks, Inc., 2021)

Az egyes blokkok funkcioit az alabbiakban ismertetjiik:

Tartaly generator: Rendszeresen general tartalyokat, amelyek mindegyikéhez
tetsz6legesen hozzarendelt kapacitas-attribtitum tartozik.
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Viarakozo sor: Sorba allitja a feltdltésre varo tartalyokat.

Tartalytolté: Kiszolgalja a tartalyokat, és meghivja a startFilling Simulink-
funkciot, hogy atadja a tartaly kapacitas-attributumat a modell idéalapu részé-
nek.

Tartalytoltés: Az egyes tartalyok kapacitasig torténd feltoltésének folyamatat
modellezi.

Sensor: Erzékeli, ha a tartalyba toltott mennyiség elérte a kapacitast, s amikor
ez megtorténik, lizenetet kiild a modell diszkrét esemény alapt szakaszanak.
Az érzékeld, hidként szolgal az idéalapu szakasz, és a paros alapt szakasz kozott.

Feldolgozé: Fogadja az érzékel6tdl a generalt lizenetet, és eldonti, hogy melyik
tartalyt kell felszabaditani a kiszolgalotol. Ezutan meghivja a release nevii
Simulink-funkciot, hogy egy adott tartalyra vonatkozo felszabaditasi lizenetet
generaljon.

Kivalasztasi kapu: Fogadja a felszabaditasi iizenetet, és valaszul megnyitja
a kaput, hogy atengedje az adott tartalyt.

Configure Demo: Bedllitja a benzinkat benzinszivattyuinak szamat, és be-/
kikapcsolja az animaciot.

Scope: Feladata a grafikus kimenetek megjelenitése. Ezen modell esetében két
kimenet irhat6 le: diszkrét és folytonos (lasd 124. Abra).

- A feltoltés utan tivozo teherauték. Téltési folyamat
.." 10
15 : i gl
] 6} /
10 .-'
@ 4
5 ... 2t /
o*
®
[ E— 0

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

124. Abra — A modell diszkrét (fent) és folytonos kimenete (lent)
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A modell, az alabbi programkédon keresztiil érhetd el, és futtathatd le
a MATLAB-ban.

37. Forraskod — Tartalytoltés modelljének meghivdsa

1 % Hybrid Systems - Tank Filling

modelname = 'seTankFilling';

open system(modelname) ;

scopes = find system(modelname, 'BlockType', 'Scope');
cellfun (@ (x)close system(x),scopes);

sim (modelname) ;

cellfun(@(x)open_system(x),scopes);

O 0w J o U w N

clear modelname

5.3.b. Példa - Dupla tartaly modell

Itt az el6z6 modelliinket egészitjiik ki két esetre. Ekkor beszélhetiink ugyanis,
dupla tartaly modellrdl, amelyet Lunze 2009-ben kiadott Handbook of Hybrid
Systems Control: Theory, Tools, Application cimi konyve alapjan szemléltetiink
a kovetkezokben (Lunze & Lamnabhi-Lagarrigue, 2009). Ez a hibrid rendszer
autonom kapcsolassal adhaté meg, melynek a fo szabalyozasi feladata, az adott
allapotnak a stabilizalasa. Ezen egyszertsitett modellnek a gyakorlati alkalma-
zasa széleskorben elterjedt. Konkrét felhasznalasi teriilete, hogy a tartalyok
folyadékszintjének eldirt értéken tartasaval, folyamatos folyadékaramlast biz-
tositson a fogyasztd szamara.

Mindenekel6tt ismertetjiik a folyamat leirasat, melyet a 125. Abra demonstral.
Ez a példa két, csovekkel Osszekapcsolt T, és T, hengeres tartalybol all.
A tartalyok kozotti és a tartdlyokbol torténd vizaramlas a Vv, Vv, V, V, eV,
szelepekkel szabalyozhatd. Ezek csak teljesen nyithatd vagy zarhato (be/ki)
funkciokkal ellatott szelepekként értelmezhetdk. A tartalyok kozotti dsszekotd
csovek a tartalyok aljan V, szeleppel, ¢és a fenék feletti h, magassagban, V,

szeleppel helyezkednek el.
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125. Abra — Dupla tartdly rendszerének felépitése (Lunze & Lamnabhi-
Lagarrigue, 2009)

Az egyes tartilyok maximalis vizszintjét h _ jel6li. Minden tartaly azonos, 4-val
jelolt keresztmetszettel rendelkezik, és azonos szinten helyezkedik el.

Egy tipikus helyzetben a V,, V, és V, szelepek nyitva vannak, a V, ¢és V,
szelepek pedig zarva. A folyadékot a P, szivattyl tolti a bal oldali tartalyba.
A mérések a T, és T, tartdlyokban 1év6 h,(t) és h,(t) szintekre vonatkoznak.
A diszkrét érzékeldok (az abran L-el jelolve) a folyadékszintek mindségi jel-

lemzését alacsony, kdzepes és magas szintként adjak meg.

Mivel hibrid rendszerrdl van szo, ezért magatdl értetddd, hogy folytonos és
diszkrét bemenetekkel is rendelkezik. A folytonos bemenet az

u, (=0 (-1

szivattyun keresztiili bearamlas. A diszkrét bemenetek pedig a V,, V, és V,
szelepek helyzete. Ebbdl adodoan:

u(t) = (u,, () u, (Y u, () u, ()", (5:2)

A rendszerre haté zavarokat a V,, és V, szelepek helyzetének megvaltoztata-
saval lehet eléidézni.

A kéttartalyos rendszer tipikus hibrid rendszer, mivel folyamatos dinamikaval,
allapotfiiggd ¢és szabalyozott kapcsolassal rendelkezik. Ha a szelepek helyzete
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alland6 marad, a folytonos dinamika autonom modon valtogat négy q(t) diszkrét
iizemmadd kozott attol fliggden, hogy a folyadékszintek meghaladjak-e a felsd
csatlakozocsd h, magassagat vagy sem. A rendszer viselkedését a mar el6zok-
ben bemutatott hibrid automata segitségével abrazolhatjuk, ahol minden cso-
moépont egy-egy diszkrét tizemmodot képvisel.

g=1 q=2
hi(t)<ho hi(t)=ho
hy(t)<hy hy(t)<hy

q=3
hi(6)<ho
hy(t)>hgy

126. Abra — Dupla tartdly modell diszkrét dllapotainak felirdsa hibrid
automata segitségével (Lunze & Lamnabhi-Lagarrigue, 2009)

A dupla tartallyal ellatott rendszer két folytonos allapotvaltozéval rendelkezik
x(t)=(h, (U h, ()", heR (5.3)

¢és négy diszkrét allapottal
q(t) €{1,2,3, 4} (5.4)

amelyek a 126. Abra automatajanak allapotaibol konnyen kiolvashato, h o hy €
h, szintek viszonyaitol fiiggenek.

Torricelli torvényébdl adodoan felirhatd az alabbi nemlinearis dinamika:

Qj(t) = c - sgn(h (1) - h (1)) - | 2g]h,(t) - h, (B)| - u, (1), (5:5)
ahol:
. Q:j’.l (t) - jeloli a vizaramlast a T, tartdlybol a T, tartdyba a V, szeleppel

ellatott csovon keresztiil
e c - aszelepek aramlasi allandéjat jeloli
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* u, (t) €{0, 1} - a V,szelep helyzete (0 azt jelenti, hogy a szelep zarva van,
1 pedig, hogy nyitva)
e g -jeldli a gravitacios allandot.

Egy tartalyban 1év6 viz V(z) térfogatanak a valtozasa a kovetkezOképpen irhato
fel:

V) =h()-A=2Q, (t)-2Q,, (1), (5.6)
ahol:

o X Q,, (t) - a tartalyba beérkez6 aramlas 6sszege,

.ZQ

(t) - a tartalybol kifoly6 aramlas dsszege.

out

Ezt az egyenletet a dupla tartalyra alkalmazva a kovetkezd nemlinedris diffe-
rencidlegyenleteket kapjuk:

, u, (t) - Q3 (t) - Q5 () - Q1)
h(0 = a ’ (5.7)

) = Q1) +Qy; (tr/)1 -0, (-0

A Qz (t) aramlas értéke a kovetkezOképpen fiigg a g(t) izemmodtol:

0, q(t) =1,

QL] < sgn(h,(t)-h,) -\2g - |h,(t) - h,| - u, (t), q(t) =2,
c-sgn(h,-hy(t)) -\/2g - |h,- h, ()| - u, (t), q(t)=3  (5.8)
c-sgn(h,(t) - h,(t) -N2g - |h,(6) - h(O)] - u, (), q(t) =4

A kovetkez6 egyenletek mind a négy lizemmodra érvényesek:

Qy,(t) =c - sgn(h, (t) - hy(t) - \2glh, (t) - h, (O] - u, (1),
Q;a(t] =c-+2g - h,(t) - u, (1), (5.9)
QZ'L: c-+\29 - h(t) -d(), i=12,
ahol:

 Q(t)-aT, tartalybol a V, szeleppel ellatott csovén tavozo vizmennyiség,
e @/ —aT, tartalybol a V, szeleppel ellatott csévon tavozo vizmennyiség.
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Most pedig tekintsiik meg ezen modell felépitését, valamint a hozza tartozo
paraméterek MATLAB kodjat.

127. Abra — Dupla tartaly modell felépitése Simulink és Stateflow blokkok
segitségevel

A fentiekben felvazolt hibridautomata allapotainak digitalis megvalositasat
szemlélteti a 128. Abra.

$h1_o<ho&an2_o<ho] ®1_0>=h0&8&h2_0<h0]
\
h1_falling
h1_rising
2
|h2_falling h2_fallin

h2_rising

! ¥

q PR - O )
entry: state=2; hi_falling entry: state=3;

hi_rising
{h1 _0<h0&&h2_0>=h0] 3[*1 1_0>=h0&&h2_0>=h0]

128. Abra — A dupla tartily modell dllapotainak meghatdrozdsa
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38. Forraskod — Dupla tartaly modell paraméterezése

1 $Two-Tank model

2 % setting the stateflow path
3 global k

4 A=1;B1=0.2;B2=0.2;

5 inflow=20;

6 vl=1;v2=0;v3=0;

7 k=1 %control of max. level
8 d1=0;

9 d2=0;

10 hl 0=1.1;

11 h2 0=1.2;

12 h0=1;

13 uPl=0;ul=1;u2=1;u3=1;
14 %$two tank parameters
15 uP1=0.0003;

16 hl 0=.25; h2 0=.45;
17 h0=0.3;h max=1;

18 ul=1;u2=1;u3=1;

19 dl=1;d2=1;

20 A=0.015

21 stank level control
22 inflow=>5

23 Bl=1;

24 B2=1;

5.3.c. Példa — Sebességvalto vezérlés

A sebességvaltd vezérlésének mikddtetése egy olyan vezérléstervezési prob-
lémat mutat be, ahol mind a folytonos, mind pedig a diszkrét vezérlést meg
kell hatarozni. A 129. Abra egy négyfokozatt sebességvaltoval rendelkezé sze-
mélygépkocsi modelljét abrazolja (Johanson, Lygeros, & Sastry, 2004).
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Sebesség = 2 Sebesség= 3 Sebesség= 4

il = T2
Tp = ay(z2)u
Sebesség =4

J'Jl =X
Ty = az(T2)u
Sebesség= 3

&1 =23
Tg = ap(zT2)u
Sebesség= 2

& =22
T = ay(T2)u
Sebesség = 1

Sebesség = 1 Sebesség = 2 Sebesség = 3

129. Abra — Négysebességii valté hibrid modellje

ahol:

* x, —jeloli a gépkocsi hossziranyu helyzetét az it mentén,
* x, —jeloli a gépkocsi sebességét,

* a, - fliggvény jeloli az i-ik fogaskerék hatasfokat,

e sebesség € {1,..,4} -jeloli a sebességvalto helyzetét,
cu€fu ,u | -jeloliagazpedal helyzetét.

Utobbi kettd (a sebességvalto ¢és a gazpedal helyzete) a rendszer bemenetének
tekinthetd, mig a pozicio €és a sebesség kimenetnek. A sebességvaltasra azért van
sziikség, mert a motor nagyon alacsony, vagy nagyon magas fordulatszamon,
kevés teljesitményt tud kifejteni.

Az alabbiakban tekintsiink meg egy szintén négyfokozatll, automata sebesség-
valtd felépitését, a mar el6z6 fejezetekben megismert Simulink és Stateflow
blokkok segitségével. (MathWorks, The MathWorks, Inc., 2021)

VNS Iogikal mikodesa

130. Abra — Automata sebességvalté-modell felépitése (MathWorks,
The MathWorks, Inc., 2021)
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A modellt felépitd Iényeges blokkok és azok funkcioi:

e Felhasznal6i bemenetek (User Inputs): Két bemenetet biztosit a modell-
hez, a féket és a gazpedalt.

e Motor (Engine): A motor fordulatszamanak kiszamitasa a jarokerék nyo-
matékértéke és a gazpedal alapjan.

*  Valté logikai miikodése (Gear_logic): Kiszamitja a kovetkezd sebes-
ségfokozatot az aktualis sebességfokozat, a gazpedal és a jarmu aktualis
sebessége alapjan.

e Sebességvaltéo (Transmission): A jarokerék és a kimeneti nyomaték ki-
szamitasa a fordulatszam, a sebességfokozat ¢s a sebességvaltd sebessége
alapjan.

e Jarmii (Vehicle): Kiszamitja a jarmii és a sebességvaltd sebességét a ki-
meneti nyomaték és a fék alapjan.

A Stateflow diagram (Gear logic) a scbességvaltast, a gazadas és a jarmi
sebessége alapjan modellezi (lasd 131. Abra). A down_threshold és az up
threshold kimenetek, a gazpedal és az aktualis sebességfokozat altal kezelhetd
minimalis, és maximalis sebességértékeket jelentik. Elmondhato, hogy ezen kii-
szobértékek atlépésével torténik a sebesség fokozatanak a valtasa. A Simulink
calculate_thresholds figgvénye ezt a két értéket a gazadas és a sebességfokozat
felhasznalasaval szamitja ki, melyeket bemeneti paraméterként hasznal fel. Ha
az aktualis sebesség, a TWAIT-nal hosszabb ideig nagyobb, mint az up_threshold,
akkor a diagram magasabb fokozatba kapcsol. Ezzel szemben, ha az aktualis
sebesség a TWAIT-nal hosszabb ideig alacsonyabb, mint a down_threshold,
akkor a diagram alacsonyabb fokozatba valt. Javasolt a szimulacié futtatasat
idozitettre allitani, vagy 1épésrdl-1épésre vizsgalni a modell mikodését, igy
megtudjuk figyelni az egyes sebességfokozatok kozti atmenetet.

o '
gear

en,du:

[down_threshold,up_threshold] = calculate_thresholds(gear,throttie);

up = duratic d >= up_threshold) > TWAIT;

down = dur peed <= down_| Id) > TWAIT;

[up]

[up] [up]
. | second 1 o third 1 fourth
> 2 2

[down] [down] [down]

Simulink Function
[down_th,up_th] = thrashe

131. Abra — Négyfokozatii sebességvalto logikai felépitése dallapotblokkok s—
gitségevel (MathWorks, The MathWorks, Inc., 2021)
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5.3.d. Példa — Elektromos aramkori atalakito

Kovetkez6 példankban, a mar el6zékben emlitett felhasznalasi korok koziil,
az elektromos aramkori alkalmazasukat tekintjiik hibrid rendszereknek egy
atalakiton keresztiil (Schaft & Schumacher, 2000) munkaja alapjan. A 132. Abra
egy aramkort abrazol, ami egy L induktorbol @, magneses fluxuskapcsolassal,
egy C kondenzatorbol c elektromos toltéssel és egy R ellenallast terhelésbol,
valamint egy di6dabol és egy kapcsolobol all, a kdvetkez6 kapcsolasi allapotok-
kal ellatva:

s =1 (kapcsol6 zarva)

s =0 (kapcsol6 nyitva)

II |+
+

132. Abra — Elektromos dramkori dtalakité felépitése

A diddat idealis diddaként modellezziik, melynek konstitutiv Osszefiiggése
roviden a kovetkezoképpen fejezhetd ki:

vyi =0, v,<0, i,20 (5.10)
Az aramkort arra hasznaljuk, hogy az ellenallas terhelésén olyan fesziiltséget
kapjunk, amely magasabb, mint a bemeneti E forras fesziiltsége.

Egyértelmii, hogy a rendszer hibrid rendszerként dbrazolhaté négy helyzettel
vagy un. lizemmoddal, amelyek megfelelnek a didda-karakterisztika két szeg-
mensének ¢és a két kapcsoldallasnak. Tovabba a nyitott kapcsoldval rendelkezd
helyrél, a zart kapcsoloval rendelkezé helyre és forditva, az atmenetek ira-
nyitottak, kiviilrél indukaltak, mig a dioda-karakterisztika egyik szegmensérdl
a masikra torténd valtasnak megfelelé atmenetek autonémok. Folytonos alla-
potvaltozokent (energia) a g, elektromos toltést és a @, magneses fluxust, tarolt
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energiaként pedig az ch + chz kvadratikus fliggvényt tekintve az aramkor

kovetkez6 dinamikai egyenleteit kapjuk:
[51-

Ahol s = 0, 1 a kapcsolot jeldli, E a bemeneti forras fesziiltsége, és i, ,v,
a diodan atfolyo aram, illetve az idealis diodan keresztiili fesziiltség. Az aramkor
dinamikajat az utobbi egyenlet teljesen meghatarozza a kapcsolod helyzetével
(diszkrét valtozo), ¢és az idealis didda altal megadott konstitutiv dsszefliggésével
egylitt.

511 10_1 ‘IEL ' [g]EJ'[(sfi?)vD], (5.11)

A négy hely kiilonallo dinamikajat a kdvetkezé modon kapjuk meg:

1. hely:s=0,v,=0
2.hely:s=1,i=0
3.hely:s=0,i,=0
4. hely:s=1, v,=0

Ez, a négy hely mindegyikére, a kovetkezo folytonos dinamikat eredményezi:

1 1
qc__iL(pL_RiC c

1
(pL:_EqC-’-E

1
q. R*ch
®,=E (5.12)
.1
9c=""gc4c
®,=0
g.=0
b =E

Ahhoz, hogy megtalaljuk az aktudlisan aktiv helyet, elészor megfigyeljiik
a kapcsolo helyzetét. s = 0 esetén az 1. és a 3. helyet kapjuk. Az 1. helyet a

v,=0és iD=%2 0 hatarozza meg. Az utobbi egyenlétlenségbdl adodik, hogy
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a @, = 0 hely invarians. A harmadik hely az i = % =0ésv,=E- % < 0 altal
adott. Ebbél adédik a @, = 0 és g, - E = 0 hely invarians. Hasonlokeppen, ha
s =1, akkor a rendszer a 2. helyen van i, = 0 és a fesziiltség v = —% <0,amia
4.2 0 hely invarianst adja. S végiil a 4. helyen van, hav = % =0ési,=0ami
a q,= 0 hely invarianshoz vezet.

Tovabba, egyszert felirni az Osszes atmeneti feltételt és az ugrasi relaciokat.
Valdjaban lathat6, hogy ha egy kezdeti folytonos allapotbol indulunk ki, ahol
®,>0¢ésq,=0,E =0 bemeneti fesziiltséggel, akkor nem torténnek ugrasok,
¢s @, (t) = 0 és q.(t) = 0 minden t > 0 esetén.

Fontos megjegyezni, hogy a 3. hely két helyvaltozasi invariansanak egyike,
nevezetesen q, - E = 0, explicit modon fligg a kiils6 folytonos E valtozotol. igy
a példa beleillik az altaldnositott hibrid automata modellbe.

5.3.e. Példa - Pattogo labda modell

A pattogd labda modellje egy tipikus példaja a hibrid dinamikus rendszernek.
A klasszikus pattogd labda példdja, egy eldre meghatarozott magassagbol
ledobott labda mozgasabol indul ki. Egy bizonyos id6 utan a foldre ér, energiat
veszit, majd visszapattan a levegdbe, és ismét zuhanni kezd. Ez a fizikai jelenség
a kovetkez6 hibrid automataval abrazolhato:

| {x=10;v=0;}
[x<=0]

=0;v=-0.8"v;
Falling/ (x=0v vi

du:

x_dot=v;
v_dot =-9.81;
x_out =x;
v_out=vy;

N—

133. Abra — Hibrid automata a pattogé labda modell leirdsdra
(Abrahdm, 2019)

Diszkrét allapotban a feltételezett m = lkg tdmegii labda mozgasat a kovetkezd
differencialegyenlet szabalyozza:
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X=v
v=-981 (5:13)

ahol x a labda talajtol mért magassaga, v a labda sebessége, és 9.81ms~ jeloli a
foldi nehézségi gyorsulast. Az x = 0 biztositja, hogy a labda mindig visszapattan,
amikor foldet ér. A pattogast modellezd egyetlen diszkrét &tmenetet x=0Av <0
feltétel biztositja, amely feltétel ,.kimondja”, hogy a pattogas, az esés utan,
a talajra érkezéskor kovetkezik be. A megfeleld v: = - ¢ - v visszaallitasi feltétel,

crer

allando (Abraham, 2019).

Jelen példa keretein beliil két- és haromdimenzios abrazolasok segitségével
mutatjuk be a HyEQ fiiggvények miikddését, amely egy ilyen modell szimulacio-
jat — magaba foglalva az dramlast, a leirt ivet és a fazistérben megvizsgalt palyat
— jeleniti meg. A BouncingBallSubsystem.m-ben definidlunk egy hibrid rend-
szert a HybridSystem osztaly egy alosztalyanak létrehozaséaval, és a flowMap,
JumpMap, flowSetIndicator, jumpSetIndicator figgvények implementalasaval.
Részben ezen paraméterek definidldsdval mutatja majd be a HyEQ toolbox-ot
a 6.3.2-es alfejezetiink.

39. Forraskod — Pattogo labda modell

1 % BouncingBall - set C, D, £, g
2
3 classdef BouncingBallSubsystem < HybridSubsystem
4
5
6 properties
7 bounce coef = 0.9;
8 gravity = -9.8;
9 end
10
11 methods
12 function obj = BouncingBallSubsystem()
% Constructor.
13 state dim = 2;
14 input dim = 1;
15 output dim = 2; % Matches default.
16 output fnc = @(x) x; % Matches default.
17 obj = obj@HybridSubsystem(state dim, input dim,
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18 output dim, output fnc);

19 end

20

21 function xdot = flowMap (this, x, u, t, 7J)

22 xdot = [x(2); this.gravityl;

23 end

24

25 function xplus = jumpMap (this, x, u, t, 7J)

26 xplus = [x(1); -this.bounce coef*x(2) + ul;
27 end

28

29 function C = flowSetIndicator (this, x, u, t, Jj)
30 C=x(1) >0 || x(2) >= 0;

31 end

32

33 function D = jumpSetIndicator (this, x, u, t, J)
34 D = x(1l) <= 0 && x(2) <= 0;

35 end

36 end

37 end

A modell szamitasanak ¢s grafikus kimeneteinek menetét az aldbbiakban is-
mertetjiik. Els6 1épésként a sys_bb valtozdba elmentjiik a beépitett BouncingBall
példat tartalmazo attributumokat.

sys_bb = hybrid.examples.BouncingBall();

A megoldas kiszdmitasa a slove fliggvény meghivasaval torténik, melynek
paraméterei a system_bb-ben megadott kezdeti allapotok, és id6tartam. Maga
a figgvény, eredményként, egy HybridSolution objektumot ad vissza, amely
a megoldasra vonatkozo6 informacidkat tartalmazza:

HybridSolution with properties:

x0: [2x1 double]
xf: [2x1 double]

termination cause: J REACHED END OF JSPAN
t: [5439x1 double]
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J: [5439%x1 double]
x: [5439%x2 double]
flow lengths: [30x1 double]
jump times: [30x1 double]
shortest flow length: 0.0426
total flow length: 8.2003
jump count: 30

A kétdimenzids grafikus kimenet abrazolasara a HybridPlotBuilder osztaly
szolgal. Ezen beliil van lehetdségiink az altalanos grafikus beallitasokat is el-
végezni, mint pl. a szin, a vonalstilusok, a jeldlések és az abrazoltatasi sorrendek
konfiguralasa. Ezen utasitassorozatok tekinthetok meg a kovetkezé programkod
plot flows részében. A leirt ivek abrazolasara a slice parancsot alkalmazzuk,
amellyel egyszerre valtani tudjuk az abrazoltatasok sorrendjét slice([2, 1]), és
amelynek eredménye egy 3D-s grafikus kimenet. A slice fliggvényt, a rendszer
dimenzidjanak csokkentésére is hasznalhatjuk, ha csak néhany komponenst
adunk meg. Ertelemszeriien a vizuélis eredmény ez esetben is a t és j paraméte-
rek fiiggvényében értelmezhetd.

A modell abrazolasat leir6 programkod (MathWorks, The MathWorks, Inc.,
2021), valamint az ebbdl kapott grafikus kimenetek:

40. Forraskod — Pattogo labda modell - HyEQ

1 % Hybrid Bouncing Ball example - HyEQ

2 x0 = [1;0];

3 tspan = [0, 20];

4 jspan = [0, 30];

5 config = HybridSolverConfig( 'Refine', 32); % 'Refine'
makes plots % smoother.

6

7 sol bb = sys bb.solve (x0, tspan, Jjspan, config)

8

9 % Plot flows

10 figure ()

11 plot builder bb = HybridPlotBuilder();

12 plot builder bb.subplots( 'on')....

13 .titles( "Height'", "Velocity")

14 .labels( 'Sh$', 'svs$')

15 .plotFlows (sol bb);

16
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17

% Plot Hybrid Arcs

18 figure (2)
19 plot builder bb.subplots('on')...
20 .titles( "Height ", "Velocity ") ... % The order
of the titles
21 % must match the order of the components in the
solution.
22 .slice([2, 1]) ... % Switch the order
23 .plotHybrid(sol bb);
24
25
26
27 % Plot State
28 figure (3)
29 plot builder bb = HybridPlotBuilder();
30 plot builder bb.title(“Phase Space: $v$ vs. $h$”)
31 .labels('S$h$ ', 'Svs$"')
32 .plotPhase (sol bb)
1 i . . Mmyw#g . . i
0.8} 1
0.6 - =
b 04+ 5

0.2} v
0 1

1 T

134. Abra — Pattogé labda modell szimuldciéja
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A pattogo labda az egyik legegyszeriibb modell, amely a Zéno-jelenséget mutat-
ja. A Zéno-viselkedést tigy jellemezhetnénk, hogy bizonyos hibrid rendszerek
esetében véges iddintervallumban végtelen szamu esemény kovetkezik be.
Ahogy a labda energiat veszit a pattogd labda modellben, az egymas utani
talajjal vald itkdzések nagy szama egyre kisebb iddintervallumokban kezd
bekovetkezni. Ezért a modell, Zénd-viselkedést mutat. A Zénd-viselkedéssel
rendelkezé modelleket, nehéz szamitégépen szimulalni, de szamos gyakori és
fontos mérnoki alkalmazasban eléfordulnak.

Most tekintsiik meg a pattogd labda modelljének egy lehetséges felépitését, és
annak grafikus kimenetét a Simulink rendszeren beliil.

Gravitational )
Acceleration Velocity
- Position
P 1
7 5 | velocity g
[1s] 1
I P50 - — »]
5 Position
. [10]
Initial Velocity - > >

L ) R Fosn

Coefficient of Reslitution

<=

135. Abra — Pattogé labda modell megvalésitisa Simulink-ben

Egy pattogd labda modellezéséhez két Integrator blokkot hasznalhatunk.
A bal oldali Integrator a sebesség meghatarozasaért felelds, a jobb oldali pedig
a poziciot irja le. Fontos meghatarozni, hogy a poziciot leird Integrator-blokk
also hatara nulla legyen. Ez a feltétel, azt a korlatot jelenti, hogy a labda nem
mehet a talaj ala. A pozicidintegrator allapotportjat, és a megfelelé 6sszehason-
litds eredményét arra hasznaljuk, hogy érzékeljiik, amikor a labda a foldre ér,
és mindkét integratort visszaallitsuk.
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136. Abra — Pattogé labda modell grafikus dbrdzoldsa

Bévebben a pattogd labda modellrdl és annak variansairdl (pl. pattogd labda
mozg6 platformon) Sanfelice HyEQ: A Toolbox for Simulation of Hybrid
Dynamical Systems cim{i munkajaban olvashatunk (Sanfelice, Nanez, & Copp,
2013).

5.3.f. Példa - Allapotdbrdzolds 3D-s térben

A kovetkezokben terjessziik ki az 5.3.e. példaban abrazolt hibrid rendszert,
haromdimenzioés térbe. Erre a beépitett Example3DHybridSystem() modellt al-
kalmaztuk. A modell igy, egy Ujabb paraméterrel boviilt - jeldlje config -, amely
meghivja a HybridSolverConfig() fiiggvényt, majd bemeneti paraméterként
szolgal a szamitast végzd solve metddusnak. A hybrid.plotFlowLengths figg-
vény kirajzolja az egyes aramlasi szakaszok (intervallumok) hosszat, egy adott
megoldasi objektumhoz. Ez a fiiggvény nem tamogat semmiféle testreszabast,
csupan egy bemeneti paraméterrel kell ellatni, mely bemeneti paraméter ese-
tiinkben, a kiszamitott 3D-s értékek.

41. Forrdskéd — Allapotdabrdzolds 3D-s térben

1 % Plot State for 3D System
2 figure (4)

3 clf

4 system 3D = hybrid.examples.

Example3DHybridSystem() ;
x0 = [0; 1; O0];
tspan = [0, 20];
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jspan = [0, 100];

8 config = HybridSolverConfig( 'MaxStep ',
9 sol 3D = system 3D.solve(x0, tspan,
config) ;
10
11 HybridPlotBuilder () .title( '""Phase Space ')
12 .labels( "$x 18", "Sx 28", "St$S ")
13 .JjumpLineStyle( ": ")
14 .plotPhase (sol 3D)
15 view ([63.6 28.2])
16
17 figure (5)
18 hybrid.plotFlowLengths (sol 3D)
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137. Abra — HyEQ modell 3D-s kimenete
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Az aramlasi szakaszok hossza
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138. Abra — Az dramlasi szakaszok hossza

5.3.g. Példa - Rendszermodellek abrazoltatasa

Ahogyan az alapértelmezett plot abrazoltatasi funkcion beliil, tigy a hibrid
rendszerek esetében is konfiguralhato a grafika egyes részeinek a megjelenitése.
Ez a példa arra mutat ra, hogy milyen médon valtoztathaté a hibrid grafika
egyes részeinek megjelenitése a plot-on beliil. A system with_modes rendszer,
egy folytonos értékii z € R? valtozobol, és egy diszkrét értékit g € {0, 1}

valtozobol all.

A mar el6z6 példankban is alkalmazott slice([1, 2]) parancs segitségével, ki-
hagyjuk a g valtozot az abrazolasbol. Ezt kdvetden 1étrehozunk egy q tombot,
amely minden egyes idébeli 1épésnél tartalmazza a q értékét. Végiil a filter
(g = = 0) meghivasa lehetévé teszi, hogy csak azokat az id6lépéseket abra-

zoljuk, ahol g=0.
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42. Forraskod — Rendszermodellek abrazolasa

1 % Plotting System Models

2 figure (6) ;

3 % A 3D system with a continuous variable z \in \
reals”2

o

% and a discrete variable g \in {0, 1}

5 system with modes = hybrid.examples.
ExampleModesHybridSystem() ;

6

7 for i=1:7

8 % Create a random initial condition and solve.

9 z0 = 20*rand (2, 1) - 10;

10 g0 = round(rand());

11 sol modes = system with modes.solve([z0; g0], [0,
101, [0, 107,

12 " silent");

13

14 g = sol modes.x(:, 3);

15

16 % Plot the [1, 2] components (that is, the first two

17 % components) of sol modes at all time steps

18 % where g ==

19 builder = HybridPlotBuilder();

20 builder.title( "Phase Portrait')

21 .labels ( "$x 15", "S$x 25'")

22 .legend( "Sg = 08") ...

23 .slice([1,2]) % Pick which state components to

24 % plot

25 filter(g == 0) ... % Only plot points where g
is 0.

26 .plotPhase (sol modes)

27 hold on

28 % Plot in black the solution (still only the
[1,2]

29 components) for all time steps where g == 1.

30

31 builder.flowColor ( "black')
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32 .jumpColor ( "none')

33 .legend( "$g = 1S") ...

34 dilter(g == 1) ... % Only plot points where g
is 1.

35 .plotPhase (sol modes)

36 end

37 axis equal

139. Abra — Rendszermodell dbrdzoldsa q=0 feltétel esetén

A pattogd labda modell példaban egy alosztaly keretein beliil bemutattuk
az aramlasi térkép, az aramlasi halmaz, az ugrasi térkép és az ugrasi halmaz
implementalasanak lehetdségeit, azaz C, D, f és g megadasi modjat. Egy uj
alosztalyanak a létrehozasa helyett, van egy gyorsabb modja is a hibrid rend-
szerek létrehozasanak. A HybridSystemBuilder keretein beliil meghatarozhatjuk
az elézokben felsorolt fliggvények értékeit. A MATLAB-ban taldlhato HyEQ
Toolbox hasznalatat, valamint a C, D, f és g paraméterek leirasat a 6.3.2-es fejezet
ismerteti.
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43. Forraskod — HybridSystemBuilder alkalmazdsa

1

Sw N

= O 0 J o u

% Quick System Definition
figure (7)
system inline = HybridSystemBuilder ()

LE(Q(x, t) t*x) ... % the function arguments

can
% by (x), (x,t), or (x,

Lg(Q@(x) -x/2)

.C(e(x) 1)

.D(@(x) abs(x) >= 1)

Jbuild() ;
ig%Tinline = system inline.solve (0.5,

plotFlows (sol inline)

Ez a modszer lassabban megoldhatd és nehezebben hibakereshetd rendszere-
ket hoz létre, ezért inkabb egyszerii rendszerek teszteléséhez ajanlott.
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6. MODELLEZES ES SZIMULACIOS ESZKOZOK

Szimulaciok kivitelezésére manapsag szamos eszkdz all rendelkezésre. Az egyik
legismertebb a MATLAB. A program, illetve az azt mikodtetd programoza-
si nyelv, szamos lehetdséget hordoznak magukban. Annak érdekében, hogy
a modellalkotas kdnnyebb legyen, specializalt eszkoztarakat telepithetiink fel.
A kovetkezokben ezek koziil néhany, grafikus feliilettel is ellatott, toolboxot
fogunk bemutatni (Inc., MathWorks, 2021).

6.1. Simulink

A Simulink a MATLAB egy olyan bévitménye, amely lehetové teszi a felhasz-
nalok szamara, hogy gyorsan és pontosan felépitsék a dinamikus rendszerek
szamitogépes modelljeit blokkdiagramok segitségével. A Simulink-el konnyen
modellezhetok Osszetett nemlinearis rendszerek. A Simulink-modell tartalmaz-
hat folytonos és diszkrét idejii komponenseket, emellett képes grafikus anima-
cidkat késziteni, amelyek vizualisan mutatjak be a szimulacié el6rehaladasat,
jelentdsen javitva a rendszer viselkedésének megértését.

A multban egy dinamikus rendszer szamitogépes modelljének kifejlesztésé¢hez,
gyakran hasznaltak azt a megkozelitést, hogy egy blokkdiagramal kezdték
a modellezést. Ezutan a blokkdiagramot leforditottak egy programozasi nyelv
forraskodjaba. Ez a gyakorlat egyrészt kétszeres eréfeszitéssel jart, mivel
a rendszert és a vezérlot kétszer kellett leirni — egyszer blokkdiagram formaja-
ban, majd Gjra a programozasi nyelven — masrészt azt a kockazatot is magan
hordozza, hogy a blokkdiagramrol a forraskodra torténd forditds pontatlan
lehet. A vezérlérendszer-tervezés hibakeresése soran problémat jelentett, a hiba
helyének meghatarozasa. A hiba lehetett a tervezésben (blokkdiagram vilaga),
a programban (programozasi nyelv vilaga), vagy a blokkdiagramrol a programra
torténd forditasban. A Simulinkkel megsziinik a modell programozasi nyelven
torténd ujrairasaval jaré megkettdzott munka, €s az a tény, hogy a ,,program”
maga a blokkdiagram, kikiiszoboli annak kockazatat, hogy a program esetleg
nem pontosan valositja meg a blokkdiagramot.

A programozasnak ez a blokkdiagramos megkozelitése, dramai termelékeny-

ségnovekedést eredményezhet. Példaként tekintsiik meg az alabbi egyszerti
rugds-témeges rendszert.
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140. Abra — Egyszerii rugds-tomeges rendszer

A 2. Tablazat osszehasonlitja az abrazolt rendszert (140. Abra) 8086-os
Assembly nyelven 16 bites egészértékii aritmetikaval és egyszeri Euler-integ-
racioval; FORTRAN-ban lebegépontos aritmetikaval; MATLAB-ban matrix-
aritmetikaval; és Simulinkben modellez6 programokat. A Simulink program
esetében, a program utasitasai helyett, a blokkok szamat soroljuk fel, és
az egérkattintasok szamat az billentytileiitések szamaval egyiitt szerepeltetjiik.

3. Tablazat — Simulink sebességének dsszehasonlitisa

i mpy K(’)dsoro}(/blokkok I.-Iozzz'l\;et(’ile’ges
szama billentyiileiitések
8086 Assembly 92 1540
FORTRAN 14 240
MATLAB 3 90
Simulink 25

6.1.1. Alapvet6é Simulink blokkok bemutatasa

A Constant egy konstans érték tarolasara alkalmas blokk. Amennyiben egy

a workspace-en 1étez0 valtozo nevét adjuk meg értékiil, képes atvenni azt.

1 p

Constant

Alapvetd matematikai miiveletek (0sszeadas, kivonds, osztas, szorzas) elvég-
zésére, az alabbi blokkok hasznalhatdoak. A bemenetek szama minden esetben
modosithatd tetszéleges mennyiségiire, illetve sorrendiire.
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5 » 3 b xp
Add Subtract Divide Product

Matematikai miiveletek elvégzésére a Math Function blokk alkalmas.

J e D

Math
Function

Ebben a blokkban tobb miivelet kdziil lehet valasztani, mint példaul hatvanyozas,
logaritmizalas, gyokvonas, stb.

Az értékek megjelenitésére leggyakrabban hasznalt blokkok a Scope és
a Display. Utobbi a szimulacio lefutdsa utani értékeket, mig az elébbi a futas
kozbeni eredményeket is képes kijelezni az id6 fiiggvényében.

yOI| 9

Scope Display

Az Integrator blokk a bemeneti jel id6beli integraljanak értékét szamolja ki.
Mig ezek az egyenletek folyamatos idében pontos Osszefiiggést hataroznak
meg, a Simulink numerikus kozelité modszereket hasznal a véges pontossagi
kiértékelésiikh6z. A felhasznaldé a Simulink-ben tdbb, kiillonb6z6 numerikus
integracios modszert is hasznalhat a blokk kimenetének kiszamitasahoz.
A Konfiguracios paraméterek parbeszédpanel eléréséhez, duplan kell a blokkra
kattintani.

> B

N

Integrator

Az Unit Delay blokk a bemenetét, a megadott mintaiddszakkal tartja és késlelte-
ti. Egy diszkrét idoben torténd szimulacioban, ahol a rendszer viselkedése
id6lépésrol id6lépésre valtozik, a Unit Delay blokk segit rogziteni és tovabbitani
az el6z6 idopillanatbéli értéket. Ez a blokk egyenértéki a z/ diszkrét idejii
operatorral. A blokk egy bemenetet fogad el, és egy kimenetet general. Minden
jel lehet skalar vagy vektor.

A blokk kimenetét az elsé mintavételi periddusra a Kezdeti feltételek paramé-
terrel adja meg. Ennek a paraméternek a gondos megvalasztasaval minimalizal-
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haté a nem kivant kimeneti viselkedés. A mintavételek kozotti idét a Sample
time (mintavételi 1d6) paraméterrel adja meg. A -1-es beallitas azt jelenti, hogy
a blokk 6rokli a Sample time (mintavételi id6) értéket.

> >

Unit Delay

Z

6.2. SimEvents

A SimEvents egy diszkrét esemény-szimulalé motor, és komponens konyvtar,
ami esemény vezérelt rendszerek analizalasara és optimalizalasara lett ki-
fejlesztve. Ennél a megkozelitésnél maga az esemény a f6 szempont, ami
— folytonos és idébeli modellektdl eltéréen — kiilonbozo helyzetek és paramé-
terek megfigyelésére teszi alkalmassa. Az eldre elkészitett blokkok lehetéséget
adnak egyszeri és komplex modellek elkészitésére (példaul utvalasztas, ké-
sés kezelés és prioritasok {litemezése témaban). A SimEvents betekintést ad
az 1dozités és erdforraskezelés teljesitményre gyakorolt hatasaiba, ami egy
kiemelten fontos szempont hardver-, szoftverarchitektiraknal, kommunikacios
halozatoknal, tdmegkiszolgalasnal és ipari ellatasi lanc tervezésénél.

6.2.1. Alapveto SimEvents blokkok bemutatasa

Entity Generator — Nevébdl is adodoan, entitasokat hoz 1étre. Ezek diszkrét
egységek, amelyek a diszkrét eseményszimulalas egyik elengedhetetlen részét
alkotjak. Az entitdsok hordozhatnak skalaris, struktira(busz), vagy vektor
adatokat és az értelmezésiik modellenként eltérd. Entitasok lehetnek iigyfelek
sorakozas kozben, adatcsomagok, vagy barmi, ami a modell szimulalasahoz
sziikséges. Alapértelmezetten az entitdsok generaldsa iddalapt, és a periddus
megadasaval lehet meghatarozni a generalasukat. Lehetséges esemény alapt
entitasok generaldsa is, ebben az esetben egy kiilsé esemény valtja ki azok
létrehozasat.

Queue, Entity Queue — A blokk entitasokat vagy tizeneteket tarol érkezés/
prioritas alapjan. A blokk kovetkezd eleme elhagyja a sort, amint a folyamatban
utana levd elem képes fogadni azt. A két objektum ko6zott a kiilonbség abban
nyilvanul meg, hogy milyen alapértelmezett értéket hasznalnak a legdregebb
elem feliilirasara a sor telitettsége esetén. A sor tulajdonsagai kozott meg-
hatarozhatd a sor kapacitasa, illetve az eljaras a megtelt sornal. A blokk 3
kiilonbdzo sorbanallasi modszert ismer: FIFO (first-in-first-out), LIFO (last-in-

189



first-out) és prioritas. Tovabbi fontos tulajdonsaga a Queue blokknak a kapacitas,
ami azt hatarozza meg, hogy hany entitast képes fogadni, azaz milyen hosszu
lehet a sor. Alapértelmezetten végtelen hosszisagu.

Entity Terminator — Ez a blokk fogadja és megsemmisiti az entitasokat. Arra
szolgal, hogy szimbolizalja a modellt elhagyd entitasokat, példaul vasarlo
elhagyja az lizletet a vasarlas befejeztével.

Scope — Bar ez altalanos Simulink épitdelem, ennek ellenére emlitése fontos
a SimEvents targyalasa kozben, mivel ez a blokk képes az épitett rendszer
informacioinak megjelenitésére. A Scope blokk mas objektumok kimeneti
agara kapcsolhato, a sziikséges adatok megjelenitéséhez.

Az elébb felsorolt 4 blokk elegendd egyszeriibb SimEvents modellek épitésé-
hez, ami késObb tovabbi modellek alapjaul szolgal és bovithetd. Az alapmodell
periodikusan entitasokat general, a 1étrehozott egyedek belépnek a sorba, ahon-
nan tovabb haladva megsziintetésre keriilnek. Annak érdekében, hogy a fel-
hasznal6 betekintést kapjon, mi torténik az Gsszeallitott rendszerben, egy Scope
blokk kapcsolodik a rendszerre. Erdemes megfigyelni, hogy az entity genertor,
sor ¢s kilépési pont dsszekotését dupla vonallal, mig a Scope blokk bekdtését
szimpla vonallal jeldli, ezzel segitve a funkcionalitas szerinti megkiilonbdzte-
tést és attekinthetéséget (lasd 141. Abra) (MathWorks, The MathWorks Inc.,
2022).

o]

1
d
Entity srlro ><

Entity Queue

141. Abra — Egyszerii sorbandlldsi modell, sort elhagyé egyedek szamoldsdval

Mivel a valdsagban, legtobb esetben az entitasok (vasarlok, tigyfelek, erd-
forrasok stb.) nem azonos id6kozonként, periodikusan érkeznek, hanem vala-
miféle véletlen eloszlast mutatnak, az alapmodell gyorsan moddosithato a ge-
nerator paramétereinek valtoztatasaval. Az egyszeriiség kedvéért, az entitasok
létrehozasat tartalmazo ablakban az id6 forrasa legyen MATLAB action, és
a rendelkezésre allo szerkesztOben lehetséges kiilonbozé paramétereket bealli-
tani fliggvények segitségével.
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44. Forraskod — Véletlen szamok generaldasa

1 dt =rand(1,1);

A fenti parancs 0 és 1 kozott general 11 méretli tombbe, egyenletes eloszlast
véletlen szamot. A 142. Abran megfigyelhetd az egyenletes eloszlas rendezett-
sége, 1 id6egységenként (x tengely) 1 entitas Iép be, és hagyja el a sort. Ezzel
szemben véletlen eloszlast hasznalva az entitasok kozott eltéré idéegységek
figyelhet6k meg.

o @ 10
é 10 E
iy e
2 s Zs
m 43}
L
0 0
0 5 10 0 5 10
1dé 1dé

142. Abra — Periodikus és egyenletes eloszldsii véletlen érkezési id6 kozti
kiilonbség

A Statistics and Machine Learning Toolbox telepitésével elérhetévé valnak
az exprnd() és poissrnd() fuggvények, amelyek gyakran hasznalt fiiggvényekkel

bovitik a készlettarat.

45. Forraskod — Exponencialis eloszlasu véletlen szamok generdldsa

1

2
mean = 1;

3

4 dt = -mean*log(l-rand());

5

6 %alternativ parancs az emlitett bévitmény hasznalata
esetén

7 dt = exprnd(l);
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46. Forraskod — Poisson eloszlasu véletlen szamok generdldsa

1 persistent rnglnit;
if isempty(rngInit)
seed = 12345;
rng (seed) ;
rngInit = true;

end

% Minta: Poisson eloszlés
% m: Mean

m = 1;

H P O 0 J o 0w N

= O

dt = poissrnd(m);

Entity Server — Az eddig elkészitett rendszerben létrejonnek az egyedek, beallnak
a sorba, majd megsziinnek. A kiszolgalo blokk beiktatasaval kiegészitve azon-
ban, mar egy primitiv tdmegkiszolgaloé rendszer jon létre. DEVS szimulacio
soran, ez a blokk tarolja bizonyos iddtartamig az entitdsokat, amit szolgalati
idének hivnak. A kiszolgald blokk képes tobb entitds kiszolgalasara azonos
idoben, ¢és a szolgalati id6 leteltével megprobalja az entitas(oka)t kiengedni
a kimeneten. Az objektum lehetéséget ad entitasok kozti elézés szimulalasara,
ebben az esetben a kiszolgalt egyed egy masodik kimeneten at tdvozhat.

0 5 10 0 5 10

143. Abra — Exponencidlis és Poisson eloszlasii véletlen érkezési idd kozti
kiilonbség
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Az alapértelmezett kiszolgald 1 entitast képes ellatni és 1 idéegységet vesz
igénybe a szolgaltatas, ebbdl kovetkezden, a sor elhagyasat vizsgalva, ismét
erésen szabalyozott eredményt ad vissza. Lehetdség van robbanasszerii en-
titdisgeneralasra is. Ez a modszer azt jelenti, hogy a szimulacio inditasakor
tobb entitast general le az erre szolgald blokk, ezzel azonnal hosszabb varako-
z6 sort kialakitva. Jo, életbdl szarmazo példa erre, a mar nyitas eldtt sorakozo
vasarlok és tigyfelek.

Entity

N

FIFO

,, )
/

Entity Queue

144. Abra — Kiinduldsi sor generdlisa egy kiszolgdloegység esetén

47. Forraskod — Robbandsszerii kezdeti entitisgenerdlds (N=25)

1

O 00w J o U w N

N = 25;

persistent dtArray index

if isempty (dtArray)
dtArray = [zeros(l,N) inf];
index = 1;

end

dt= dtArray(index) ;

index = index + 1;
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145. Abra — Sorban dllé entitdsok szama (z6ld) és dtlagos vérakozdsi idé (kék)

6.2.2. Tovabbi SimEvents blokkok bemutatasa

Entity Input/Output Switch — 1-t61 127-ig terjedé mennyiségli bemenettel
rendelkez6 blokk. Elsddleges feladata, tobb kiilonbozo forrasbol érkezd entita-
sok egy csatornaba (kimenetre) terelése. Kapcsolo révén, tulajdonsagai kozott
beallithat6, hogy az 0sszes bemenetrdl fogadjon entitasokat, vagy valamilyen
valtasi szabaly alapjan miikddjon a folyamat. Az Output Switch ezzel szemben
kimenti blokk, amely hasonlo szerepkort 1at el, viszont csak 1 bementtel és tobb
kimenettel rendelkezik.

Entity Store — Entitasok rendezetlen tarolasara alkalmas, ahonnan engedély
esetén azonnal az Osszes entitas tovabbléphet. Ha a kimenet zarva van, a fiig-
gbben 1évo entitas varakozik a kimenet felszabadulasaig.

Repeating Sequence — 1d6 és kimeneti értékek megadasaval periodikusan is-
métlédo szamsor kifejezése lehetséges altala.

Entity Replicator — Blokkbol valo kilépés eldtt masolatot hoz 1étre az athalado
entitasokrol. Beallithatdo a létrehozandd masolatok szama, illetve hogy azok
melyik kimeneten haladjanak tovabb. Az eredeti egyed visszatarthatd, amig
a masolatok elhagyjak a blokkot.

Resource Pool — Tetszéleges, modellhez sziikséges eréforrasok 1étrehozasat
teszi lehetévé. A beallitasok kozott kiemelten fontos a név paraméter, hiszen
a késobbickben, ezen néven lehetséges elérni a blokkot. Tovabbi beallitasai ko-
z6tt megadhatdé a mennyisége, hogy egész egységekben vagy tort mennyiség-
ben keriil hasznalatra, illetve, hogy hasznalat utan visszakeriil-e a rendszerbe.
Diszkrét egység — jarm, szerszam, alkatrész stb.

Tort mennyiség — nyersanyagok, aram, viz stb.
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Resource Acquirer — Ez a blokk jelzi, hogy adott entitas igény tart az eréforras
hasznalatara és megfeleld koriilmények kozott, a hasznalatra engedélyt is kap.
Az er6forras hasznalataért kialakulhat varakozasi sor.

Resource Releaser — Az eréforras paramétereitdl fliggden vagy visszakeriil
a készletbe, vagy eltavozik a rendszerbdl.

Display — Kijelz6, foként szamadatok és informaciok megjelenitésére hasz-
nalatos, formatuma allithato.

Simulink Function — A blokk sajat fliggvény irasat teszi lehetové. Felhasznala-
sa ezaltal sokrétli. A fliggvény megadasa utan, a szerkesztd, automatikusan
1étrehozza a sziikséges valtozokat és blokkokat. Kiemelten fontos tudatositani,
hogy a fliggvény hatarozza meg a bemenetek €s kimenetek szamat. Kezelése
hasonlé az alrendszerekéhez: az objektumon vald duplakattintas utan tovabb
bévithetdk, illetve rendezhetdk a fliggvény elmei.

Function Caller — Mikodése szorosan kapcsolodik az elébbi blokkhoz,
hiszen abbdl ki lehet huzni, vagy iires objektumként deklaralni és megadni
a fliggvény nevét. Funkcionalitasaban, portok szamaban megegyezik a mega-
dott fiiggvénnyel és beépithetd a rendszerbe.

6.3. Stateflow

A MATLAB-on belil elérheté Stateflow, olyan grafikus nyelvet biztosit,
amely allapotatmeneti diagramokat, tablazatokat, folyamatabrakat és igazsag-
tablazatokat tartalmaz. A Stateflow segitségével leirhatjuk, hogy miként rea-
galnak a MATLAB algoritmusok ¢és a Simulink modellek a bemeneti jelekre.
A Stateflow lehet6vé teszi feliigyeleti vezérlés, feladatiitemezés, hibakezelés,
kommunikaciés protokollok, felhasznaloi feliiletek és hibrid rendszerek ter-
vezését és fejlesztését. Segitségével kombinativ és szekvencialis dontési
logikat modellezhetiink. Ezek Simulink modellen beliil, blokkok segitségével
szimulalhatok, de van lehetdségiink a MATLAB-on beliil objektumként kezelni
6ket. A grafikus animacié lehetdvé teszi a logika elemzését és hibakeresését
végrehajtas kdzben.

A Stateflow-ot és az azon belill talalhatd blokkokat tobb modon is elérhetjiik.
Elsésorban meg kell nyitnunk egy tires Simulink modellt, majd a Library
Browser-en beliil a baloldals6 meniisorban ki kell valasszuk a Stateflow
konyvtarat. A masik lehetéség, ha a MATLAB-ban 1évéd Command Windowba
kozvetlen utasitasként megadjuk a stateflow parancsot. Ez azt eredményezi,
hogy a program megnyitja a Simulinket ¢és kdzvetlen a Stateflow konyvtaron
beliili blokkokat (sflib) kinalja fel a felhasznalo szamara.

195



6.3.1. Alapveto Stateflow blokkok bemutatasa

A kovetkezOkben ismertetjiik a sflib-ben talalhatd blokkokat és azok funkcioit.
A 146. Abra szemlélteti a sflib konyvtarbol elérhet6 blokktipusok ikonjait.

1_\' Yo fifd vp HZ Examples .
— M s

Chart Truth Table State Transition Table (Double click to open the Sequence Viewer
Stateflow Examples Library)

146. Abra — Az sflib-ben taldlhaté blokkok.

Allapot blokk — Chart

Segitségével véges allapoti eseményvezérelt rendszereket abrazolhatunk. Ese-
ményvezérelt rendszerek alatt az értendd, hogy egy bizonyos esemény hatasara
a rendszer atlép egyik allapotbdl a masikba. Ez az atmenet akkor kovetkezik
be, ha a valtozast meghatarozo feltétel igaz. Elmondhat6, hogy az allapotok és
az atmenetek alkotjak a rendszer alapelemeit. Lehetdségiink van allapotmentes
folyamatabrak abrazolasara is. A Chartot duplakattintassal nyithatjuk meg, és
azon beliil tovabbi blokkokat kothetiink 6ssze, amelyek valamilyen kimenetet
eredményeznek.

Bar a Chart blokk alapértelmezetten nem rendelkezik portokkal (147. Abra),
lehetdséglink van bemeneti (input) adatok racsatolasara és kimeneti (output)
adatok lekérésére. Amennyiben bemeneti adatokat kapcsolunk a Chart blok-
kunkhoz, az automatikusan beviteli portokat hoz létre. N darab bemeneti adat
csatlakoztatasa esetén N darab port jon létre. A Charton beliili blokkok kimene-
te pedig a Chart kimeneti portjait és azok darabszamat befolyasolja.

Tekintsiink meg egy egyszeri modellt a Chart blokk alkalmazédsara. A model-
liink tartalmaz Simulink és sflib blokkokat egyarant (147. Abra).

(.
/\/ i x y >

Sine_Wave_ _Scope_
_Chart_

147. Abra — Szinuszos hullam szimuldldsdra alkalmas modell felépitése
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Az egyes blokkok funkcioit az alabbiakban ismertetjiik:

e Sine Wave: A bemeneti jelet biztositja a Chart szamara. Kézvetlen, analog
jeleket kiild a Scope-nak. Képes felhasznalni a szimulacios idot. Elérhetoség
— Simulink.

«  Chart: Allapotokat és a koztiik 1évé atmeneteket biztositja (1, -1). A Sine
Wave altal kapott jelet feldolgozva, az allapotok szerint digitalis jelet kiild
a Scope szamara. Elérhetdség — Stateflow.

e Scope: Feladata a grafikus megjelenités. Elérhetéség — Simulink.

Most pedig vizsgaljuk meg a Chart-on beliili allapotok kapcsolatat (148.
Abra). Allapotokat lehelyezni, a Chart szerkesztSjében talalhatd baloldalso
meniisorbol, a State lehetdséget kivalasztva tudunk. Jelen esetben két allapotrol
beszélhetiink: -1 és 1. Ennek megfeleléen két allapotot hozunk létre State A
¢és State_B elnevezéssel. Az egyes allapotokat felruhdzhatjuk értékekkel. Pél-
dank soran az A allapot 1, a B allapot pedig -1 értéket szeretnénk, hogy felve-
gyen. Az értékadashoz alkalmaznunk kell a kdvetkez6 sablont:

entry: valtozé neve = érték;

Ezt kovetéen meg kell hataroznunk az allapotok kozotti atmenetet. Ehhez
az egyes allapotok blokkjainak sz&lébdl egyszeriien, kurzor segitségével nyi-
lakat htizunk, hasonloképp, mintha Simulink blokkokat kdtnénk dssze egymas-
sal. Az atmeneti kapcsolatok megadasakor van lehetdségiink meghatarozni
az atmeneti feltételeket.

A baloldalsé meniiben talalhatd default transition objektum (kék pontbol kiin-
dulo nyil) segitségével allithatjuk be a kezdd allapotot. Ezen példank esetében
ez a State_A.

[x<0]

[x > 0]

148. Abra — Két dllapot és a koztiik 1év6 dtmeneti feltétel.

Ahhoz, hogy a Chart képes legyen ki- és bemeneti értékekként kezelni az x
és y paramétereket, be kell allitanunk azok adattipusat és fajtajat. Ezt a Symbols
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Pane meniiponton beliil tudjuk megtenni. A Stateflow Chartjaban talalhatod
adattipusok a kdvetkezok lehetnek:

e bemeneti (input data)

»  kimeneti (output data)

»  konstans (constant data)

» lokalis (local data)

e paraméteres (parameter data)

e adattarold (data store memory)

* ideiglenes (temporary data)

Ezen paraméterck beallitasat kovetden hozza 1étre a program a kimeneti és
bemeneti portokat a Chart blokkon. A kimeneti portot dsszekdtve a Scope
bemenetével, elindithatjuk a szimulaciot a felsd meniiben 1évé Run gombra
kattintva. Stateflow modellek esetén a szimulacio idejét lassura allitva, vagy
1épésrol 1épésre érdemes megtekinteni, igy konnyi attekintést nyujt, hogy épp
melyik allapot, vagy atmenet van érvényben. A vizsgalni kivant iddintervallumot
szintén a felsé meniiben talalhatd Stop time segitségével allithatjuk be. A vég-
eredményt a Scopera vald duplakattintassal tekinthetjiik meg. Jelen modelliink
grafikus kimenetét mutatja be a 149. Abra. A felsé réteg a Sin Wave blokk
grafikus kimenetét, az alsé réteg, pedig a Stateflow konyvtarhoz tartozd Chart
allapotainak kimeneteit abrazolja.

051

0 5 10 15 20

149. Abra — Szinuszos hullamok grafikus eredménye. Feliil Sine Wave (Simulink)
piros szinnel, alul Chart (Stateflow) dallapotainak kimenete, kék szinnel jelélve.
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Igazsagtabla - Truth Table

A Truth Table blokk egy igazsagtabla-fiiggvény, amely a MATLAB-ot hasznal-
ja miveletnyelvként. Az igazsagtablazatok a kombinatorikus logikai tervezést
tomor, tablazatos formaban valositjdk meg. Amennyiben igazsagtablazat logi-
kajat szeretnénk hasznalni egy Simulink modellen beliil, sziikséges a Stateflow
alkalmazasa. A Truth Table blokkra valo duplakattintassal, megnyilik az igaz-
sagtabla szerkesztSje (150. Abra).

Condition Table

DESCRIPTION CONDITION D1 D2 D3
1 Example condition 1 u>=0
T|F
2 Example condition 2 uA2<=1
T|F

ACTIONS: SPECIFY A ROW
FROM THE ACTION TABLE

Action Table
DESCRIPTION ACTION

1 Example action 1 called y=u;
from D1 & D2 column in
condition table

HEH"E:ampI"e action2called  y=1/u;
from D3 column in condition
table

150. Abra — Truth Table belsé felépitése — dllapotok és események

A 150. Abra bemutatja a Truth Table felépitését: a feltételek (conditions) és
a dontések (decisions — jeldlve D1-D3), melyek igaz és hamis (jeldlve 7, azaz
True és F, azaz False) értékeket vehetnek fel, alkotjak az alapot, mig az esemé-
nyek (actions) hatarozzak meg a végrehajtand6é miiveleteket a megfeleld felté-
telek teljesiilése esetén. A 150. Abra altal bemutatott tablazat az alabbi MAT-
LAB kod segitségével irhato le.
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48. Forraskod — Truth Table strukturdjat leiro programkod

1 function y = fcn(u)

2 aVarTruthTableCondition 1 = false;

3 aVarTruthTableCondition 2 = false;

4

5 % Example condition 1

o aVarTruthTableCondition 1 = logical(u >= 0);

7 % Example condition 2

2 aVarTruthTableCondition 2 = logical (u®2 <= 1);
10 if (avVarTruthTableCondition 1 &&

11

12 aVarTruthTableCondition 2)

13 elseif (~aVarTruthTableCondition 1 &&

14

15 ~aVarTruthTableCondition 2)

16 else % Default

17

18

19 end

20 function aFcnTruthTableAction 1()

21 % Example action 1 called from D1 & D2 column in
22 % condition table

23 y = u;

24

25 function aFcnTruthTableAction 2 ()

26 % Example action 2 called from D3 column in condition
27 % table

28 y=1/u

Az igazsagtabla-szerkeszto segitségével lehetdségilink van feltételek, miivele-
tek és dontéshozatali beallitasok szerkesztésére. A Ports and Data Manager
segitségével modosithatjuk a Stateflow adatokat és a portokat. Ezenkiviil di-
agnosztikat futtathatunk le, amellyel észlelhetjiikk a hibakat. Nem utolsosorban
lehetéségiink van a létrehozott tartalom megtekintésére a szimulaciot kove-
téen. A Truth Table blokk alapértelmezetten két porttal rendelkezik. Jeldlve:
u — bemeneti, y — kimeneti portként szolgal.
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Logikai kapuk modellezése

Kovetkezd példankban az ismert logikai kapuk felépitését és miikodését mutat-
juk be, melyekhez a True Table blokkokat fogjuk alkalmazni. A logikai kapuk
igazsagtablazata hatarozza meg, hogy mely esetekben beszélhetink IGAZ
(True, 1), ill. HAMIS (False, 0) kimenetekrdl. Eloszor ismertetjiik az igazsag-
tablak tipusait €s egyes kimeneteit.

Jelolje A az elsd, B pedig a masodik allitast. A legalapvetdbb igazsagtablaza-
tok a kovetkez6k: AND, OR, XOR, NOT, NAND, NOR, XNOR.

ES igazsagtabla — AND
Az AND, masnéven ES kapu azzal a sajatossaggal bir, hogy az adott bemeneti
feltételekre csak akkor ad vissza igaz kimenetet, ha minden bemeneten szerepld

feltétel igaz. Miikodését az alabbi tablazat irja le:

4. Tablazat — AND igazsagtabla

A B AND - Output
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

A kovetkezokben tekintsiik meg e logikai kapu modelljének felépitését (151.
Abra) és mitkodését (152. Abra) mind a négy esetre.

|
Constatnt_A | Constatnt_A1
At sagl
| Add Disstay Add1 Display_1
= Truth Table AND = Truth Table AND
Canstaint_B Constaint_B1

Display_3

— | At Desplay_2 S| Add3
1 Truth Table AND2 ] Truth Table ANDS
Constaint_B2 Constaint_B3

151. Abra — AND logikai kapu felépitése és kimenetei
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Az egyes blokkok funkcioit az alabbiakban ismertetjiik:
* Constant: A benne 1évo értekek konstansként szolgalnak és a Truth
Table bemenetét biztositjak az dsszeadd blokkon keresztiil. Elérhetéség —

Simulink.

o Add: Osszegzd blokk, amely példank esetében a két konstans Osszegét

tovabbitja az igazsagtablanak. Elérhetéség — Simulink.

e Truth Table: A logikai miiveletek elvégzésére szolgal. A benne 1évé
feltételek alapjan hatarozza meg a kimenetet. Elérhetdség — Stateflow.
* Display: Feladata a kimenet megjelenitése. Elérhetdség — Simulink.

Condition Table
DESCRIPTION CONDITION D1 D2 D3
1 AND TRUE IF u==2
T | F|=
| 2 AND FALSE IF [(u==1) || (u==0)
E|T|=
ACTIONS: SPECIFY A ROW 1 2 3
FROM THE ACTION TABLE
Action Table
DESCRIPTION ACTION
1 A=1,B=1 y=1;
2 A=1,B=0 y=0;
A=0,B=1
A=0,B=0
3 Other y=-1

152. Abra — Truth Table logikai feltételei AND kapu esetén

Mivel két bemenettel dolgozunk (A és B allitasok), ¢s a Truth Table blokkunk
altalanosan egy u bemenettel rendelkezik, igy a két konstans 0sszegét vezetjiik
be az u bemenetre. A 3. Tablazat alapjan kiindulva tudjuk, hogy az AND igaz-
sagtabla azon esetben ad vissza igaz értéket, ha mind a két allitas igaz. Jelen
esetben két igaz allitasra az 0sszegz6 blokk 2-es értéket tovabbit a bemenetre.
A logikai miiveleteket ez alapjan, a kovetkezoképp allitottuk be: amennyiben
az u értéke 2, akkor az y kimenet 1 (Condition Table 1. sora és Action Table 1.
sora). Igaz és hamis, ill. két hamis allitas esetén a bemenetre tovabbitott érték
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0, vagy 1. Ezen esetekben az y kimenet 0 értéket vesz fel (Condition Table 2.
sora ¢és Action Table 2. sora). Minden mas esetben a kimenet -1, amely a nem
megfeleld bemeneteket jeloli. Ahogyan azt a 152. Abra is szemlélteti, a lényeges
beallitasokat a Condition és Action oszlopokban kell megadnunk. Lathatjuk,
hogy a feltételek megadasakor alkalmazhatunk relacios, egyenléségvizsgald és
0sszekotd operatorokat (==, <=, >=, ||, &&) egyarant.

Allapotatmenet tablizat - State Transition Table

Fo funkcidja a modalis logika tablazatos formaban valéo megjelenitése. Az alla-
potatmeneti tablazat blokk csak a MATLAB-ot hasznalja miiveletnyelvként.
A State Transition Table szerkesztdjét szintén duplakattintassal tudjuk eléhivni.
A szerkesztoé segitségével lehetdségiink nyilik a modelliinkhoz allapotokat és
allapotmiiveleteket hozzaadni. Az allapotok kozott hierarchiat tudunk kialaki-
tani. Ezen szerkeszt6 keretein beliil all médunkban meghatarozni az allapotok
kozotti atmenet feltételeit. Az atmeneteknek harom fajtajat hatarozhatjuk
meg, ¢és allithatjuk be (alapértelmezett, belsé és onciklus atmenetek). Ehhez
a blokkhoz is lehetdségiink van bemeneti vagy kimeneti adatokat és eseményeket
hozzarendelni. A hibak észleléséhez szintén moédunkban all diagnosztikat is
lefuttatni. Ennél az esetnél lehetdségiink nyilik un. torési pontok beallitasara
a hibakereséshez. A tablazat szerkesztése kdzben megtekintheté az automatiku-
san létrehozott tartalom.

Nézziink meg egy példat a ,,State Transition Table” alkalmazasara. Egy jelzo-
lampa, vagy mas néven szemafor, a mindennapokban torténd kozlekedést sza-
balyzo eszkoz, amely meggatolja az egyoldali hosszadalmas varakozasi id6t,
amennyiben a kozlekedési eszkozok haladasat példaul egy keresztezodésben
sorbanallasi modellekre vetitliink le. A jelzélampa modellje egy tipikus példa
atmenetek kozotti hierarchia kiépitésére és atmeneti feltételek definialasanak
bemutatasara. Kovetkezd példankban egy ilyen modell elkészitésének 1épéseit
mutatjuk be.

Egy jelz6lampa altal iranyitott forgalom esetén altalanosan harom allapotot
kiilonboztethetiink meg:

»  szabad kozlekedés (jelolése z6ld szin)

* tilos kozlekedés — varakozas (jeldlje piros szin)

o felkésziilés, vagyis egy koztes atmenet (jelolése narancsszin)

Az alabbi abran tekintsiik meg a modell felépitését, majd ismerjilk meg az egyes
blokkok funkcidit.
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Lampa 1

1 > u nils y
= =
Steé)r't\l Lampa2
o ition_Table
0-OFF _State_Transition_ i

Lampa3
153. Abra — Jelzélampa-modell felépitése

Az egyes blokkok funkcioit az alabbiakban ismertetjiik:

Constant: A benne 1év0 érték konstansként szolgal és a State Transition
Table bemenetét biztositja. Feladata a kezd6 jel megadasa, amely aktivva,
ill. inaktivva teszi a jelzdlampakat. Elérhetéség — Simulink.

State Transition Table: Feladata az allapotok és azok hierarchiajanak, at-
menetfeltételeinek és allapotértékeinek vezérlése. Elérhetdség — Stateflow.
Lamp: Feladatuk a kimenetek megjelenitése. Ahogyan azt a 153. Abra
is mutatja, a State Transition Table y kimenete nem all vonal altali 6ssze-
kottetésben a Lamp objektumokkal. Ez azzal magyarazhato, hogy a Lamp
képes Osszekotd vonalak nélkiil kapcsolodni a modellben talalhatd mas
objektumokkal, amelyek kimenetei, mondhatni, wireles modon juttatjak el
az adatokat a Lamp-nek. A Lamp tovabbi beallitasai megtekinthetok 155.
Abran. Elérhet6ség — Simulink.

A grafikus kimenetek és az egyes blokkok beallitasainak megtekintése eldtt
ismertetjiik modelliink allapotait és jeldléseit:

0.
1.

2.

kezdeti allapot — start: megvizsgalja a bemeneti jelet (1 vagy 0)

allapot — els6: amely az elso jelzélampa (z61d) ,,vilagitasat” idézi eld, azaz a
szabad kozlekedést (156. Abra - a).

allapot — masodik: amely a masodik jelzdlampa (sarga) ,,vilagitasat” idézi
el, azaz a lassitast (156. Abra - b).

allapot — harmadik: amely a harmadik jelzélampa (piros) ,,vilagitasat” idézi
el, azaz a tilos kozlekedést — varakozast (156. Abra - ¢).

allapot — negyedik: amely a harmadik és masodik jelz6lampa (piros és
sarga) egyidejiileg torténd ,,vilagitasat” idézi eld, azaz a felkésziilést (156.
Abra - d).

kikapcsolt allapot — stop: amely kdzvetlen a kezdd allapotbol érhetd el 0
bemeneti jel esetén.
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A felsorolt allapotok beallitasai megtekinthetdk az alabbi abran:

TRANSITIONS
STATES
IF ELSE-IF(2)
s ™
start [u==1] [u==0]
{5

elsé ¥ stop %
\ o
s ™
elsd after(10, sec)
Vomky

mésodik o %
\ .
g '
méasodik after(5, sec)
Yy = 2;

harmadik - =
\, .
'8 N
harmadik after (10, sec)
u LT

negyedik ¥ i
\ »
g ™
negyedik after(5, sec)
Wi i)

elsd s "
\ 7
'd N
stop [u==0]
i

start 2 o
\ .

154. Abra — A State Transition Table belsé felépitése

Lathatjuk, hogy a kezdeti helyzettdl eltekintve, 6t kiilonbozé allapotrol be-
sz€lhetiink. Ezen allapotok mindegyike esetében definidlnunk kell a varhato
grafikus kimeneteket. A 155. Abra szemlélteti a Lamp objektum beéllitasait,
ahol lathato a vele kapcsolatban allé blokk (jelen esetben State Transition Table),
valamint kézépen lathatoak a konkrét allapot értékek (1,...,4), amelyet az y
kimenet hataroz meg, illetve lathatok az egyes allapotokhoz tartozo kimeneti
szinek. Az 1. lampa esetében tehat y = 1 kimenet soran z6ld szinnel t6lt6dik ki,
mas esetben feketével, ami a kikapcsolt allapotot demonstralja.
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e o Block Parameters: Lamp

Lamp

Display a color that reflects an input value.

. 4 _State Transition_Table :1
States
X +
1 BT
2 E—
3 E—
4 =a
[undefined]

Label: | Hide
o — Cancel Help Apply

155. Abra — Lamp blokk bedllitésai

Hasonlo beallitasokkal tudjuk szabalyozni a tobbi Lamp blokk megfelelé mii-
kodését is. Végiil tekintsiik meg a teljes szemafor modelliink kimeneteit.

Lémpa 1 Lampai
= ® s -
u ¥ 1 >u ¥
i PR . 2ks et
gl _State_Transition_Table_ . 0-OFF _State_Transition_Table_ .
Lampa 3
a) b) G
Limpa 1
Lampa 1 Lampa 1
= E [}
) BRE t [—t B 1
i Limpa Start — Lampa2
0-GoF _State_Transition_Table_ . 0'_- gFNF _State_Transition_Table_ .
c) Lémpa 3 d) Lampa 3

156. Abra — Jelz6lampa modell kimenetei — a): elsé, b): mdsodik, c): harmadik,
d): negyedik allapotokat szemléltetik.
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A meglévé modelliinket egészitsiik ki egy folyamatfigyel egységgel. Ekkor
a modellt alkoto blokkok a kovetkezdképpen abrazolhatok.

Sequence_Viewer .

Lampa 1

T—+ B s ©
san E' - Lampa 2
d-on State_Transition_Table._ .
Lampa3

157. Abra — Jelz6lampa modell felépitése folyamat figyeldvel.

A szimulacid lefuttatasat kovetden, a folyamatfigyelére duplan kattintva, az
alabbi kimenetet kaptuk:

158. Abra — Sequence Viewer kimenete
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A 158. Abra szemlélteti, hogy a lefuts alatt a folyamatfigyelS, milyen élla-
potatmeneteket észlelt €s azt is, hogy az egyes allapotok mely blokkhoz tartoz-
nak. Ezen modelliink esetében az allapotatmenet-tablazat és a benne meg-
hatérozott allapotok (melyeket mar a fentiekben ismertettiink 154. Abra) fe-
dezhet6k fel a Sequence Viewer kimenetén. Ezt a kimutatast lehetéségiink van
részletesebben is megvizsgalni. A kivalasztott blokk alatt 1év6 “+” jelre kattint-
va all moédunkban a modulhoz tartozé részletes atmeneti statisztikakat meg-
tekinteni. Jelen esetben a State Transition Table allapotatmenetei a Sequence
Viewer-en beliil az alabbiakban tekinthetdk meg:

|ec e Sequence Viewer - Sequence_Viewer
4 Semalor_Stateflow_1t
{ _State_Transition_Table_ ]
4 =
]
! [ start ] [ elsé ] [mésodik ] [harmadik ] [ negyedik)
i : : :
. e ! |
i ]
- - ] I
. 2 e |
E | — el sec i
12
1 after
18 '[ i Ll i i
[ |l after(l0, sec. & !
1 i
! g after{5, sec), —, ~ |
i i
1 1 I

159. Abra — Jelz6lampa modell dllapotdtmeneteinek részleges dttekintése
folyamatfigyeld segitségeével.

Jol kivehet, hogy a 159. Abra a jelz6lampa egy teljes korét szimulélja. Els6
Iépésként a bemeneti jelet rakiildi az elsé ,start” allapotra. Ezt kdvetden
megvizsgalja a bemeneti jel értékét, amely esetiinkben 1-es volt. A 154. Abra
mutatja be azon feltételeket, melyeknek megfeleléen az 1-es bemeneti jelre
valaszolva a modelliink atlép az els6 allapotba, amely a zdld lampa vilagitasat
jeloli. 10 masodperc elteltével tovabb halad a masodik allapotba, amely a na-
rancssarga lampa fényét jeloli. Az ezt kdvetd 5. masodpercnél a modelliink tovabb
lép a harmadik allapotba, amely a Lampa 3-at szinezi pirosra. 10 masodperc
utan ismételt allapotvaltozas torténik, ahol a negyedik allapotba atlépve a piros
fény mellett a narancssarga is felgyil 5 masodperc erejéig. Majd végiil ebbdl
az allapotbol tér vissza az els6 szakaszhoz.

Ertelemszertien amennyiben vissza szeretnénk 1épni a részletes vizsgalatbol,
akkor ezt a valasztott blokk alatti ,,— gombra kattintva tudjuk megtenni.
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Folyamatfigyel6é — Sequence Viewer

Feladata az iizenetek, események, allapotok, atmenetek és funkciok megjeleni-
tése a blokkok kozott, a szimulacio soran. A folyamatfigyeld egység ugyanis,
képes a modellben szereplé atmeneteket automatikusan felismerni és elraktaroz-
ni. Az atmeneti valtozasokat lehetdségiink van a szimulacio elérehaladtaval
folyamatosan lekovetni, de akar annak befejezését kdvetden is attekintést
kaphatunk blokkokra lebontva, visszamendlegesen az egyes allapotvaltozasokrol.

6.3.2. A MATLAB-ban talalhaté HyEQ Toolbox

El6z6 fejezeteinkben bemutattuk a Simulink, Simevents és a Stateflow konyv-
tarak altal biztositott blokkok felhasznalasaval elkészitett modelljeinket. A hibrid
rendszerek kiépitésére viszont, adott egy MATLAB konyvtar, ahol 0j funkciokkal
van lehetdségiink ezeket a modelleket felépiteni. A Hybrid Equation (HyEQ)
Toolbox, a MATLAB/Simulink programban, hibrid dinamikus rendszerek szi-
és 0Osszekapcsolt hibrid rendszerek szimulalasara. Gyakorlati alkalmazasat
a korabbiakban bemutatott 5.3 fejezet f,g példaiban ismertettiik. A Simulink
implementacié négy alapvetd paramétert tartalmaz, amelyek meghatarozzak
a hibrid rendszer dinamikajat. Ezek koz¢ tartozik az aramlasi térkép (flow map),
az aramlasi halmaz (flow set), az ugrasi térkép (jump map) és az ugrasi
halmaz (jump set), amelyeket a kovetkezOkben definidlunk. A (MathWorks,
The MathWorks, Inc., 2021) alapjan tekintsiik meg egy H hibrid rendszer
keretrendszerét egy R™allapottéren, amelynek R™ bemeneti terét a kovetkezo
objektumok hatarozzak meg:

e (c R"x R™halmaz jeloli az ugynevezett aramlasi halmazt.

e fc R"xR™— R" fliggvény, amelyet aramlasi térképnek neveziink.

e D c R"x R™halmaz, amelyet ugrasi halmaznak neveziink.

e gc R"xR™"— R" fliggvény, amelyet ugrasi térképnek neveziink.

A H = (C, f, D, g) hibrid rendszerek MATLAB/Simulink szimulaciojat a kovet-
kez6 modon irjuk fel:

H{)'(zf(x,u) xX€eC

x'=g(x,u) X€D (6.1)

ahol: x e R", u € R™,
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Az f aramlasi térkép a folytonos dinamikat hatarozza meg a C aramlasi halma-
zon, mig a g ugrasi térkép a diszkrét dinamikat hatdrozza meg a D ugrasi hal-
mazon.

A rendszer aramlasait €s ugrasait integratorrendszer szamitja ki, amely olyan
blokkokbdl all, amelyek kiszamitjak a hibrid rendszer folyamatos dinamikajat,
ugrasokat valtanak ki, az ugrasoknal frissitik a rendszer allapotat és a szimula-
ci6s idot, valamint leallitjak a szimulacidt. Ezen kiviil a HyEQ tartalmaz egy
un. lite szimulatort is, amely gyorsabb szimulaciot tesz lehet6vé a Simulink
hasznalata nélkiil.
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BEFEJEZES

Az MS teriilete az elmult évtizedekben jelentds fejlodésen ment keresztiil,
és ma mar az élet szamos teriiletén elengedhetetlen eszkoz. Jelen egyetemi
jegyzet célja, hogy atfogd képet nyujtson az MS alapjair6l, modszereirdl és
alkalmazasi lehetdségeir6l, kiilonds tekintettel a MATLAB kdrnyezetre és annak
eszkoztarara, mint példaul a Simulink, Simevents és Stateflow konyvtarak.
Az elso fejezetekben megismerkediink az MS alapfogalmaival, azok tipusainak
bemutatasaval. A jegyzet kiilonbséget tesz a diszkrét és folyamatos modellek
kozott, részletezve, hogy mely szituaciokban melyik tipus alkalmazasa
célszerii. A modellezés soran kiemeljiik az adott szituacioban fontos elemek
kivalasztasanak és a modell validalasanak 1épéseit. A tesztelési folyamat soran
a szimulaciok jelentdségét hangsulyozzuk, amelyek lehetdvé teszik a modellek
viselkedésének elézetes vizsgalatat koltséghatékony és biztonsagos modon.
Az elméleti alapok utan részletesen bemutatasra keriil a MATLAB kdrnyezet-
ben torténd modellezés és szimulacid. A Simulink konyvtar segitségével
vizudlisan épithetiink fel modelleket, mig a Simevents és Stateflow konyvtarak
specialis eszkozkészleteket biztositanak a kiilonbozdé tipust rendszerek és
események modellezéséhez. A gyakorlati példak révén az olvasod betekintést
nyerhet abba, hogyan lehet komplex rendszercket modellezni és szimulalni,
legyen sz6 mechanikai, elektromos vagy akar biologiai rendszerekrdl.

A konyv kozponti része az MS konkrét alkalmazasi teriileteit targyalja. Rész-
letesen foglalkozik a tervezési folyamatok optimalizalasaval, a gyartasi rend-
szerek hatékonysaganak novelésével, valamint az oktatasban és kutatasban rejlo
lehetéségekkel. Bemutatja, hogyan lehet a szimulaciok segitségével koltséges
vagy veszélyes kisérletek helyett virtualisan tesztelni 0j eljarasokat és terméke-
ket, csokkentve ezzel a fejlesztési id6t és koltségeket. Kitekintést nyljt mas
tudomanyteriiletekre is, ahol az MS hasonloan fontos szerepet jatszik. Példaul
az éghajlatmodellezésben, ahol a globalis felmelegedés hatasait vizsgaljak, vagy
a pénziigyi szektorban, ahol a kockazatelemzés €s eldrejelzések készitése soran
hasznaljak a modelleket, vagy az orvostudomanyban, ahol a bioldgiai rendsze-
rek szimulaciodja segiti a gyogyszerfejlesztést €s a betegségek megértését.

Az MS jovoébeli iranyai és kihivasai kozil az egyik legjelentésebb fejlodési
irany a mesterséges intelligencia (Al) és gépi tanulas (ML) integralasa a szi-
mulacios rendszerekbe. Az Al és ML technologiak alkalmazasa lehetové teszi
a prediktiv modellezés 1ij ,,dimenzidinak” feltarasat, melyek révén pontosabb
és dinamikusabb eldrejelzések készithetdk.
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A mesterséges intelligencia és gépi tanulds integralasa a szimulacios rendsze-
rekbe szamos 1j lehetdséget kinal. Az Al algoritmusok képesek nagy mennyisé-
gli adat elemzésére és mintazatok felismerésére, amelyek a hagyomanyos
moddszerekkel nehezen lennének azonosithatok. A gépi tanulas révén a model-
lek onalléan képesek tanulni és fejlodni a bevitt adatok alapjan, ami noveli
a szimulaciok pontossagat és megbizhatosagat. A prediktiv modellezés terén
az Al és ML kiilonésen hasznos lehet a dinamikus rendszerek elemzésében.
Példaul az idgjaras-eldrejelzés, a pénziigyi piacok elemzése vagy a jarvanyok
terjedésének modellezése olyan komplex rendszerek, amelyekben a gépi tanulas
jelentds elérelépést hozhat. Az Al-alapt szimulaciok képesek adaptalodni
a valtozé koriilményekhez és valos idejii adatokat felhasznalva finomitani
a modelleket, ami jobb eldrejelzéseket eredményez.

Az egyre novekvo szamitasi kapacitas és a felhdalapu rendszerek elterjedése
szintén jelents hatdssal van a szimulacios technologidk fejlédésére. A mo-
dern szuperszamitogépek ¢és a felhdalapu szamitastechnika lehetové teszik
a nagyléptékl és Osszetett szimulaciok futtatasat, amelyek korabban elkép-
zelhetetlenek lettek volna. A felhdalapt rendszerek hasznalata szamos eldnyt
kinal. Eldszor is, a felhdszolgaltatasok rugalmas eréforras-kezelést biztosita-
nak, igy a felhasznalok igény szerint skalazhatjak a szamitasi kapacitast. Ez
kiilondsen fontos a nagy szamitasi igényl szimulaciok esetében, ahol a ha-
gyomanyos szamitogépes eréforrasok nem elegendék. Emellett a felhdalapu
rendszerek hozzaférést biztositanak a legmodernebb technoldgidkhoz és esz-
k6zokhoz, anélkiil, hogy a felhasznaloknak jelentds beruhazasokat kellene
tenniiik hardver- és szoftverinfrastrukturaba.

Az MS jovdje (ahogy multja is) szorosan Osszefonodik az interdiszciplindris
egylittmiikodés erdsitésével. A komplex rendszerek megértése és modellezése
gyakran tobb tudomanyag egyiittes tudasat és tapasztalatat igényli. Az egyiitt-
miikddés kiilonbozo szakteriiletek kozott, mint példaul a fizika, kémia, bio-
logia, mérnoki tudomanyok és tarsadalomtudomanyok, 0j perspektivakat és
megoldasokat hozhatnak.

Az MS jovéje rendkiviil igéretes, tele van innovacids lehetéségekkel és
kihivasokkal. A mesterséges intelligencia ¢s gépi tanulds integraldsa, az egyre
novekvd szamitasi kapacitas és a felhdalapu rendszerek elterjedése mind
hozzajarulnak a teriilet fejlddéséhez. Az olvaso betekintést nyerhetett a teriilet
elméleti alapjaiba, gyakorlati alkalmazasaiba, és jovobeli lehet6ségeibe, igy
képes lesz ezeket az ismereteket sajat szakmai tevékenységében hatékonyan
alkalmazni. Az MS folyamatos fejlédése révén mindig lesz 0j felfedezni- és
tanulnival6, amely hozzajarulhat a tudomany és technologia elérehaladasahoz.
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